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dcpam5-plane支配方程式系の導出 1.2 設定 1

第1章 力学過程の支配方程式系の
導出

1.1 はじめに

dcpam5-planeでは力学計算として水平直交座標, 鉛直 σ 座標のプリミティブ方程
式系を解いている. 以下では, まず想定する大気についての仮定を行った後, 全質
量の連続の式, 水蒸気量の式, 運動方程式 (3 成分), 熱力学の式の 6 つの方程式か
ら, dcpam5-planeで実装されている力学過程の支配方程式系の導出を行う. 最終
的に得られる式については第 1.7.5節 を参照のこと.

1.2 設定

dcpam5-planeでは平面上の薄い大気を想定し, 全大気はともに理想気体である乾
燥空気および水蒸気から成る混合大気とする. 雲水量は無視する. また, 水蒸気量
が全大気に占める割合は小さいと仮定し, 全大気の定圧比熱を乾燥大気の値で近似
する.

水蒸気量の保存については, 凝結および蒸発による生成消滅を考慮する. しかし,

この量が全大気に与える効果は小さいとし, 全大気の質量保存則, 運動エネルギー
保存則, 全エネルギー保存則に影響を及ぼさないとする.

重力加速度は鉛直下向きに向いていると仮定する. また, 運動の水平スケールが鉛
直スケールよりもかなり大きい運動を想定し, 静力学平衡近似を行なう.
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2 dcpam5-plane支配方程式系の導出第 1章 力学過程の支配方程式系の導出

1.3 基礎方程式系の導出

方程式系は 6 本の予報方程式と 1 本の診断方程式からなる. 予報方程式は, 全質量
の連続の式, 水蒸気量の式, 運動方程式 (3 成分), 熱力学の式からなる. これらは,

それぞれ, 全質量保存則, 水蒸気量の保存則, 全質量に関する運動量保存則, 全質量
に関する全エネルギー保存則から導出する. 診断方程式には, 理想気体の状態方程
式を用いる1.

！！注意: この付録中では導出の都合上, 乾燥空気の気体定数を Rd, 定圧比熱を Cd
p ,

全大気の気体定数を R とおく. しかし, モデルの実装について記した別紙『支配
方程式系とその離散化2』の『力学過程』では, 乾燥空気の気体定数を R, 定圧比熱
を Cp と表記しているので留意いただきたい.

1.3.1 状態方程式

乾燥空気, 水蒸気の状態方程式はそれぞれ

pd = ρdRdT, (1.1)

pv = ρvRvT (1.2)

である. ここで p は圧力, ρは密度, Rは気体定数, T は温度であり, •d, •v はそれぞ
れ乾燥空気および水蒸気に関する量であることを示す. したがって,全圧 p = pd+pv

は,

p = (ρdRd + ρvRv)T

= ρRd(1 + ϵvq)T
(1.3)

となる. ここで, q = ρv/ρ は比湿, であり, ϵv ≡ 1/ϵ − 1, ϵ ≡ Rd/Rv である. した
がって, 全大気の状態方程式は,

p = ρRT. (1.4)

ただし, R ≡ Rd(1 + ϵvq) である. あるいは, 仮温度 Tv ≡ T (1 + ϵvq) を用いれば,

p = ρRdTv (1.5)

と表される.

1乾燥空気と水蒸気は, 同じ速度と温度をもつことを暗黙のうちに仮定している. したがって, 水
蒸気に関する運動量保存則および全エネルギー保存則および状態方程式を考慮する必要がない.

2http://www.gfd-dennou.org/library/dcpam/dcpam5/dcpam5 current/doc/basic equations/htm/basic equations.htm
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dcpam5-plane支配方程式系の導出 1.3 基礎方程式系の導出 3

1.3.2 連続の式

全大気の質量保存則は, 水蒸気の生成消滅を無視すれば3,

∂ρ

∂t
+

∂

∂xj
(ρvj) = 0. (1.6)

ここで, vは風速である. ラグランジュ形式で記述すれば,

dρ

dt
+ ρ∇·v = 0. (1.7)

1.3.3 水蒸気の式

水蒸気密度 ρv に対する質量保存則は, 単位時間単位体積あたりの生成消滅量を S

とすれば,

∂ρv

∂t
+

∂

∂xj
(ρvvj) = S. (1.8)

比湿 q = ρv/ρ に関する式は, 原理的には (1.6) と (1.8) から得ることができる. し
かし,今の場合, (1.6)で水蒸気の生成消滅を無視したので,正しくは得られない. そ
こで比湿の生成消滅に関する項を改めて Sq と定義する.

dq

dt
= Sq. (1.9)

1.3.4 運動方程式

運動量保存則は, 水蒸気の生成消滅にともなう運動量変化を無視すれば次のように
書ける.

∂

∂t
(ρvi) +

∂

∂xj
(ρvivj) +

∂p

∂xi
− ∂σij
∂xj

+ ρ
∂Φ∗

∂xi
= F ′

i . (1.10)

ここで, σij は粘性応力テンソル, Φ∗ は惑星の引力によるポテンシャル4, F ′
i はそ

の他の外力項である. あるいは連続の式を用いてラグランジュ形式で記述すると

ρ
dvi
dt

+
∂p

∂xi
− ∂σij
∂xj

+ ρ
∂Φ∗

∂xi
= F ′

i (1.11)

3次で示すように水蒸気式では生成消滅を含めている. したがって, 全大気の質量保存則は, 水蒸
気の生成消滅が起きても全質量が保存するように, 乾燥大気量が変化することを要請していること
になる.

4これは遠心力を考慮しない惑星の質量にのみ起因したポテンシャル.
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4 dcpam5-plane支配方程式系の導出第 1章 力学過程の支配方程式系の導出

となる. ここで, 粘性項と外力項を Fi とおき, さらにベクトル表示する.

ρ
dv

dt
+∇p+ ρ∇Φ∗ = F . (1.12)

1.3.5 熱力学の式

単位質量あたりの全エネルギーは, 運動エネルギー v2/2 と内部エネルギー ε およ
びポテンシャルエネルギー Φ∗ の和で表現される. この時間変化率の式は, 水蒸気
の生成消滅による影響を無視すれば,

∂

∂t

[
ρ

(
1

2
v2 + ε+ Φ∗

)]
+

∂

∂xj

[
ρ

(
1

2
v2 + ε+ Φ∗

)
vj + pvj − σijvi

]
= ρQ+ F ′

ivi

(1.13)

である. ここで, Q は外部からの加熱率である. 一方, 運動エネルギーとポテンシャ
ルエネルギーの和の保存式は, 運動量保存式 (1.10) に vi をかけ, 連続の式を用い
て変形することで得られる5.

∂

∂t

(
1

2
ρv2i + ρΦ∗

)
+

∂

∂xj

(
1

2
ρvjv

2 + ρΦ∗vj + pvj − σijvi

)
= p

∂vj
∂xj

− σij
∂vi
∂xj

+ F ′
ivi.

(1.14)

5導出の過程を示す. 左辺第 1項と第 2項は次のように変形される.

vi
∂

∂t
(ρvi) + vi

∂

∂xj
(ρvjvi) =

∂

∂t
(ρv2i ) +

∂

∂xj
(ρvjv

2
i )− ρ

∂

∂t

(
1

2
v2i

)
− ρvj

∂

∂xj

(
1

2
v2i

)
=

∂

∂t
(ρv2i ) +

∂

∂xj
(ρvjv

2
i )−

∂

∂t

(
1

2
ρv2i

)
− ∂

∂xj

(
1

2
v2i ρvj

)
+

1

2
v2i
∂ρ

∂t
+

1

2
v2i

∂

∂xj
(ρvj)

=
∂

∂t

(
1

2
ρv2i

)
+

∂

∂xj
(
1

2
ρvjv

2
i ) +

1

2
v2i

{
∂ρ

∂t
+

∂

∂xj
(ρvj)

}
=

∂

∂t

(
1

2
ρv2i

)
+

∂

∂xj
(
1

2
ρvjv

2
i ).

また, 左辺第 5項は次のように変形される. 変形の際には ∂Φ∗

∂t = 0 であるとしている.

viρ
∂Φ∗

∂xi
= Φ∗

{
∂ρ

∂t
+

∂

∂xi
(ρvi)

}
+ ρ

∂Φ∗

∂t
+ viρ

∂Φ∗

∂xi

=
∂

∂t
(ρΦ∗) +

∂

∂xi
(ρΦ∗vi).
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dcpam5-plane支配方程式系の導出 1.3 基礎方程式系の導出 5

ここで, 変形の際には
∂Φ∗

∂t
= 0 であるとしている. (1.13)と (1.14)との差をとる

と, 次のように内部エネルギーの式が得られる.

∂

∂t
(ρε) +

∂

∂xj
(ρεvj) = −p∂vj

∂xj
+ σij

∂vi
∂xj

+ ρQ. (1.15)

連続の式を用いてラグランジュ形式に書き直せば

ρ
dε

dt
=
p

ρ

(
dρ

dt

)
+ ρQ. (1.16)

以降では, 外部からの加熱の項と粘性による加熱の項をまとめて Q∗ とおくことと
する.

内部エネルギーを温度を用いて表現すると ε = CvT である. Cv は定圧比熱であ
る. さらに状態方程式 (1.4) を用いて (1.16)を変形する. Cp = Cv +R であること
に注意すれば

dCpT

dt
=

1

ρ

dp

dt
+Q∗, (1.17)

となる. ここで, Cp を乾燥空気の定圧比熱 Cd
p で近似すると

6, 次の熱力学の式を
得る.

dT

dt
=

1

Cd
pρ

dp

dt
+
Q∗

Cd
p

. (1.18)

6この近似には疑問が残る. 状態方程式においては, 気体定数 R を Rd とする近似は (仮温度 Tv
を導入することで)行なわなかった. Cp についてだけ近似するのは近似のレベルに一貫性がないよ
うに思われる.
以下はその主張. 混合比 r = ρv/ρd を用いている. 全大気の内部エネルギーは

ρε = ρdεd + ρvεv

= ρdCd
vT + ρvCv

vT

= ρ

(
ρdCd

v + ρvCv
v

ρ

)
T

= ρ

(
Cd

v + rCv
v

1 + r

)
T,

となる. したがって,

Cv ≡ Cd
v + rCv

v

1 + r
,

である. また,

R ≡ Rd + rRv

1 + r

(
= Rd 1 + r/ϵ

1 + r

)
,

derivation.tex(dynamics/dyn-rot.tex) 2014/07/04(地球流体電脳倶楽部)



6 dcpam5-plane支配方程式系の導出第 1章 力学過程の支配方程式系の導出

1.4 回転系への変換

ここでは, 方程式系を一定の自転角速度 Ω で回転する回転系に変換する.

1.4.1 スカラーの変換公式

慣性系における時間微分を添字 a で, 回転系を添字 r で表現する. このとき, 任意
のスカラー ψ に対して, (

dψ

dt

)
a

=

(
dψ

dt

)
r

(1.19)

が成りたつ7.

1.4.2 ベクトルの変換公式

任意のベクトル A に対する慣性系および回転系での微分は次の関係をもつ.(
dA

dt

)
a

=

(
dA

dt

)
r

+Ω×A. (1.20)

であるから,

Cp = Cv +R

=
Cd

v + rCv
v +Rd + rRv

1 + r

=
Cd

p + rCv
p

1 + r

= Cd
p

1 + rCv
p/C

d
p

1 + r

∼ Cd
p

1 + 8r/7ϵ

1 + r
,

となる. ここで, Cd
p = (Cd

v+R
d) ∼ ( 52R

d+Rd) = 7
2R

d,および Cv
p = (Cv

v+R
v) ∼ (3Rv+Rv) = 4Rv

を用いた. 熱力学の式では, この状況に対して, Cp ∼ Cd
p と近似した. しかし, 静力学平衡の式では,

たった 8/7 の違いなのに R を Rd に近似せず, 仮温度の導入により厳密に取り扱おうとしている.
7これは自明のこととしたい. スカラー ψ の座標変換は座標変換テンソルに依存しない (で同じ

値をとる)からである.
一方, ベクトルの座標変換は, 座標変換テンソルとの積で表現される. したがって, 座標変換テン

ソル自体が時間変化する場合, 当然ベクトルの時間微分は座標変換テンソルの時間微分の影響を受
ける.
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dcpam5-plane支配方程式系の導出 1.4 回転系への変換 7

(証明) 任意のベクトル A を, 慣性系では

A = iAx + jAy + kAz (1.21)

と表し, 回転系では

A = i′A′
x + j ′A′

y + k′A′
z (1.22)

と表す. 時間微分をとると(
dA

dt

)
a

= i

(
dAx

dt

)
a

+ j

(
dAy

dt

)
a

+ k

(
dAz

dt

)
a

= i′
(
dA′

x

dt

)
a

+ j ′
(
dA′

y

dt

)
a

+ k′
(
dA′

z

dt

)
a

+

(
di′

dt

)
a

A′
x +

(
dj ′

dt

)
a

A′
y +

(
dk′

dt

)
a

A′
z

= i′
(
dA′

x

dt

)
r

+ j ′
(
dA′

y

dt

)
r

+ k′
(
dA′

z

dt

)
r

+Ω× i′A′
x +Ω× j ′A′

y +Ω× k′A′
z

=

(
dA

dt

)
r

+Ω×A. (1.23)

(証明終り)

ここで A = r ( r は位置ベクトル ) とおけば慣性系での速度 va ≡ (dr/dt)a (これ
までの v) は回転系での速度 v ≡ (dr/dt)r を用いて次のように表すことができる.

va = v +Ω× r. (1.24)

さらに, (1.20) で A = va とおけば, 速度の時間微分項は

dva

dt
=
dv

dt
+ 2Ω× v +Ω× (Ω× r) (1.25)

と変換できる.

1.4.3 回転系への変換

変換の (1.25)を用いて運動方程式を回転系で記述する.

dv

dt
= −1

ρ
∇p− 2Ω× v −Ω× (Ω× r) +∇Φ∗ +F . (1.26)

ここで, 重力加速度 g ≡ ∇Φ∗ −Ω× (Ω× r) を定義すれば, 運動方程式は

dv

dt
= −1

ρ
∇p− 2Ω× v + g +F (1.27)
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8 dcpam5-plane支配方程式系の導出第 1章 力学過程の支配方程式系の導出

となる.

連続の式および熱力学の式においては, ラグランジュ微分が作用している密度およ
び温度は座標変換に無関係なスカラーであるため, その時間微分の形は変わらな
い. 連続の式は, 速度場の発散を含むが, これは座標変換によっても値は変わらな
い. したがって, これらの式は形を変えない.

1.5 z-座標プリミティブ方程式

1.5.1 静力学平衡近似

鉛直方向の運動方程式に対し, 以下のように静力学平衡近似を行なう.

0 = −1

ρ

∂p

∂z
− g. (1.28)

このとき基礎方程式は次のようになる.

dρ

dt
= −ρ∇·v, (1.29)

dq

dt
= Sq, (1.30)

du

dt
= fv − 1

ρ

∂p

∂x
+ Fx, (1.31)

dv

dt
= −fu− 1

ρ

∂p

∂y
+ Fy, (1.32)

0 = −1

ρ

∂p

∂z
− g, (1.33)

dT

dt
=

1

Cd
pρ

dp

dt
+
Q∗

Cd
p

, (1.34)

p = ρRdTv. (1.35)

ここで,

d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
, (1.36)

∇·v ≡ ∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
. (1.37)
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1.6 σ-座標プリミティブ方程式

静力学平衡のもとでは, 気圧 p は鉛直座標 z に対し単調減少する関数である. そ
こで, 鉛直座標を z から, 地表面気圧 ps で規格化した気圧座標,

σ ≡ p

ps
(1.38)

に変換する. σ と z の関係は, 静力学平衡の式 (1.5)を変形して得られる.

∂σ

∂z
= − gσ

RdTv
. (1.39)

1.6.1 σ-座標変換公式

z- 座標から σ- 座標への変換公式を示す.

鉛直微分

∂•
∂z

=
∂σ

∂z

∂•
∂σ

= − gσ

RdTv

∂•
∂σ

.
(1.40)

水平微分 (
∂•
∂x

)
z

=

(
∂•
∂x

)
σ

− ∂σ

∂z

∂•
∂σ

(
∂z

∂x

)
σ

=

(
∂•
∂x

)
σ

+
gσ

RdTv

∂•
∂σ

(
∂z

∂x

)
σ

,

(1.41)

(
∂•
∂y

)
z

=

(
∂•
∂y

)
σ

− ∂σ

∂z

∂•
∂σ

(
∂z

∂y

)
σ

=

(
∂•
∂y

)
σ

+
gσ

RdTv

∂•
∂σ

(
∂z

∂y

)
σ

.

(1.42)

時間微分 (
∂•
∂t

)
z

=

(
∂•
∂t

)
σ

− ∂σ

∂z

∂•
∂σ

(
∂z

∂t

)
σ

=

(
∂•
∂t

)
σ

+
gσ

RdTv

∂•
∂σ

(
∂z

∂t

)
σ

.

(1.43)
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10 dcpam5-plane支配方程式系の導出第 1章 力学過程の支配方程式系の導出

ラグランジュ微分はこれらを用いて,(
d•
dt

)
z

=

(
∂•
∂t

)
z

+ u

(
∂•
∂x

)
z

+ v

(
∂•
∂y

)
z

+ w

(
∂•
∂z

)
z

=

(
∂•
∂t

)
σ

+ u

(
∂•
∂x

)
σ

+ v

(
∂•
∂y

)
σ

+
gσ

RdTv

{(
∂z

∂t

)
σ

+ u

(
∂z

∂x

)
σ

+ v

(
∂z

∂y

)
σ

− w

}
∂•
∂σ

=

(
∂•
∂t

)
σ

+ u

(
∂•
∂x

)
σ

+ v

(
∂•
∂y

)
σ

+ σ̇

(
∂•
∂σ

)
σ

≡
(
d•
dt

)
σ

. (1.44)

ここで, σ-座標鉛直速度 σ̇ を導入した.

σ̇ ≡ gσ

RdTv

{(
∂z

∂t

)
σ

+ u

(
∂z

∂x

)
σ

+ v

(
∂z

∂y

)
σ

− w

}
. (1.45)

1.6.2 σ-座標プリミティブ方程式系

静力学平衡の式

(1.39)を重力ポテンシャル Φ = gz を用いて書けば,

∂Φ

∂σ
= −R

dTv
σ

. (1.46)

運動方程式

水平の圧力勾配は, (1.41)および (1.42) を p に対して適用し, (1.38) を用いれば次
のように変換される.

1

ρ

(
∂p

∂x

)
z

=
1

ρ

{(
∂p

∂x

)
σ

+
gσ

RdTv

∂p

∂σ

(
∂z

∂x

)
σ

}
=
RdTv
ps

∂ps
∂x

+
RdTv
p

gσ

RdTv
ps

(
∂z

∂x

)
σ

= RdTv

(
∂π

∂x

)
σ

+
∂Φ

∂x
, (1.47)

1

ρ

(
∂p

∂y

)
z

= RdTv

(
∂π

∂y

)
σ

+
∂Φ

∂y
. (1.48)

2014/07/04(地球流体電脳倶楽部) derivation.tex(dynamics/dyn-sigmacoord.tex)



dcpam5-plane支配方程式系の導出 1.6 σ-座標プリミティブ方程式 11

ここで π ≡ ln ps である. したがって, 運動方程式の水平成分は,

du

dt
− fv = −∂Φ

∂x
−RdTv

∂π

∂x
+ Fx, (1.49)

dv

dt
+ fu = −∂Φ

∂y
−RdTv

∂π

∂y
+ Fy. (1.50)

連続の式

速度の発散は,

(∇·v)z =
[(

∂u

∂x

)
σ

+
gσ

RdTv

∂u

∂σ

(
∂z

∂x

)
σ

]
+

[(
∂v

∂y

)
σ

+
gσ

RdTv

∂v

∂σ

(
∂z

∂y

)
σ

]
− gσ

RdTv

∂

∂σ

(
dz

dt

)
σ

=

[(
∂u

∂x

)
σ

+
gσ

RdTv

∂u

∂x

(
∂z

∂x

)
σ

]
+

[(
∂v

∂y

)
σ

+
gσ

RdTv

∂v

∂σ

(
∂z

∂y

)
σ

]
− gσ

RdTv

∂

∂σ

[(
∂z

∂t

)
σ

+ u

(
∂z

∂x

)
σ

+ v

(
∂z

∂y

)
σ

+ σ̇
∂z

∂σ

]
=

[(
∂u

∂x

)
σ

+
gσ

RdTv

∂u

∂x

(
∂z

∂x

)
σ

]
+

[(
∂v

∂y

)
σ

+
gσ

RdTv

∂v

∂σ

(
∂z

∂y

)
σ

]
− gσ

RdTv

∂

∂σ

[(
∂z

∂t

)
σ

+ u

(
∂z

∂x

)
σ

+ v

(
∂z

∂y

)
σ

]
+
∂σ̇

∂σ
− gσ

RdTv
σ̇
∂

∂σ

∂z

∂σ

=

(
∂u

∂x

)
σ

+

(
∂v

∂y

)
σ

+
∂σ̇

∂σ

− gσ

RdTv

[
∂

∂σ

(
∂z

∂t

)
σ

+
∂

∂σ
u

(
∂z

∂x

)
σ

− ∂u

∂x

(
∂z

∂x

)
σ

+
∂

∂σ
v

(
∂z

∂y

)
σ

− ∂v

∂σ

(
∂z

∂y

)
σ

+ σ̇
∂

∂σ

∂z

∂σ

]
=

(
∂u

∂x

)
σ

+

(
∂v

∂y

)
σ

+
∂σ̇

∂σ

− gσ

RdTv

[
∂

∂σ

(
∂z

∂t

)
σ

+ u
∂

∂σ

(
∂z

∂x

)
σ

+ v
∂

∂σ

(
∂z

∂y

)
σ

+ σ̇
∂

∂σ

(
∂z

∂σ

)]
= (∇·vH)σ +

∂σ̇

∂σ
+
∂σ

∂z

(
d

dt

∂z

∂σ

)
σ

. (1.51)

ここで,

∇·vH ≡
(
∂u

∂x

)
σ

+

(
∂v

∂y

)
σ

. (1.52)
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12 dcpam5-plane支配方程式系の導出第 1章 力学過程の支配方程式系の導出

ゆえに, z- 座標連続の式は次のように変換される.

1

ρ

(
dρ

dt

)
z

+ (∇·v)z =
1

ρ

(
dρ

dt

)
σ

+ (∇·vH)σ +
∂σ̇

∂σ
+
∂σ

∂z

(
d

dt

∂z

∂σ

)
σ

=
1

ρ

(
dρ

dt

)
σ

+ (∇·vH)σ +
∂σ̇

∂σ
+
ρ

ps

(
d

dt

ps
ρ

)
σ

=

(
d ln ps
dt

)
σ

+ (∇·vH)σ +
∂σ̇

∂σ
. (1.53)

したがって π ≡ ln ps を用いて記述すれば次のようになる.

dπ

dt
+∇·vH +

∂σ̇

∂σ
= 0. (1.54)

熱力学の式

(1.34)の右辺第 1項は次のように変換される.

1

Cd
pρ

dp

dt
=

1

Cd
pρ

{
∂p

∂t
+ vH · ∇σp+ σ̇

∂p

∂σ

}
=

1

Cd
pρ

{
σ
∂ps
∂t

+ σvH · ∇σps + σ̇ps

}
=
RdTv
Cd

p

{
∂π

∂t
+ vH · ∇σπ +

σ̇

σ

}
. (1.55)

ここで,

vH · ∇σ = u
∂

∂x
+ v

∂

∂y
. (1.56)

したがって, 熱力学の式は次のようになる.

dT

dt
=
RdTv
Cd

p

{
∂π

∂t
+ vH · ∇σπ +

σ̇

σ

}
+
Q∗

Cd
p

. (1.57)

1.6.3 境界条件

ここで, σ 座標における境界条件について述べる.
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地表面高度

Φ = Φs(x, y) at σ = 1. (1.58)

すなわち, Φs は表面地形を表す. この境界条件を用いて, 静力学平衡の式を鉛直積
分することで, 任意の σ における高度 Φ を求めることができる.

σ 座標鉛直速度

σ̇ = 0 at σ = 0, 1. (1.59)

水平流および熱力学変数

ここでは述べない.

1.6.4 傾向方程式

連続の式を鉛直方向に σ = 0 から σ = 1 まで積分し, σ̇ に関する境界条件を用い
れば, 傾向方程式とよばれる π の時間変化に関する式が得られる.

∂π

∂t
= −

∫ 1

0

vH · ∇σπdσ −
∫ 1

0

Ddσ. (1.60)

この式を用いれば, σ̇ の情報がなくても地表面気圧の時間変化を求めることができ
る. なお, ここでは後のことを考えて∇·vH を D と表現している. D については
次節で改めて定義する.

鉛直速度 σ̇は, 連続の式を鉛直方向に σ = 0 から σ = σ まで積分することで診断
的に得られる.

σ̇ = −σ∂π
∂t

−
∫ σ

0

Ddσ −
∫ σ

0

vH · ∇σπdσ. (1.61)
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14 dcpam5-plane支配方程式系の導出第 1章 力学過程の支配方程式系の導出

1.7 モデル支配方程式

1.7.1 渦度方程式

渦度の定義を再掲する.

ζ ≡ ∂v

∂x
− ∂u

∂y
(1.62)

運動方程式の u の式 (1.49)に
∂

∂y
を作用し, v の式 (1.50)に

∂

∂x
を作用し, この両

式の差をとって変形すれば次の渦度方程式を得る.

∂ζ

∂t
= − ∂

∂y
(ζv)− ∂

∂x
(ζu)

− ∂

∂x

[
σ̇
∂v

∂σ
+RdTv

∂π

∂y
−Fy + fu

]
− ∂

∂y

[
−σ̇ ∂u

∂σ
−RdTv

∂π

∂x
+ Fx + fv

]
. (1.63)

(証明) (1.49), (1.50)のそれぞれ左辺第 1項を, (1.44), (1.45)を用いて展開す
ると以下のようになる.

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ σ̇

∂u

∂σ
− fv = −∂Φ

∂x
−RdTv

∂π

∂x
+ Fx, (1.64)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ σ̇

∂v

∂σ
+ fu = −∂Φ

∂y
−RdTv

∂π

∂y
+ Fy. (1.65)

(1.65)に
∂

∂x
を作用した式から (1.64)に

∂

∂y
を作用した式を引くことで,

∂

∂x

(
∂v

∂t

)
+

∂

∂x

(
u
∂v

∂x

)
+

∂

∂x

(
v
∂v

∂y

)
+

∂

∂x

(
σ̇
∂v

∂σ

)
+

∂

∂x
(fu) +

∂

∂x

(
∂Φ

∂y

)
+

∂

∂x

(
RdTv

∂π

∂y

)
− ∂

∂x
(Fy)

− ∂

∂y

(
∂u

∂t

)
− ∂

∂y

(
u
∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
− ∂

∂y

(
σ̇
∂u

∂σ

)
+

∂

∂y
(fv)− ∂

∂y

(
∂Φ

∂x

)
− ∂

∂y

(
RdTv

∂π

∂x

)
+

∂

∂y
(Fλ) = 0. (1.66)

(1.66)のΦに関する項 (左辺第 7項と第 16項) は打ち消しあって消える. その他の
項は以下のように整理される.
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時間微分の項 (第 1項と第 10項):

∂

∂x

(
∂v

∂t

)
− ∂

∂y

(
∂u

∂t

)
=

∂

∂t

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
=
∂ζ

∂t
. (1.67)

速度の 2階水平微分の項その 1 (第 3, 12, 15項):

∂

∂x

(
v
∂v

∂y

)
− ∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
=
∂v

∂x

∂v

∂y
+ v

∂2v

∂y∂x
− ∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
=
∂

∂y

(
v
∂v

∂x

)
− ∂

∂y

(
v
∂u

∂y

)
=

∂

∂y

{(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)
v

}
=
∂

∂y
(ζv) . (1.68)

速度の 2階水平微分の項その 2 (第 2, 6, 11項):

∂

∂x

(
u
∂v

∂x

)
− ∂

∂y

(
u
∂u

∂x

)
=

∂

∂x

(
u
∂v

∂x

)
− ∂

∂x

(
u
∂u

∂y

)
=

∂

∂x

{
u

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)}
=
∂

∂x
(ζu) . (1.69)

(1.66)を (1.67), (1.68), (1.69)を用いて整理し (1.63)が得られる.

(証明終り)

1.7.2 発散方程式

発散の定義を再掲する.

D ≡ ∂u

∂x
+
∂v

∂y
(1.70)

運動方程式の u の式 (1.49)に
∂

∂x
を作用し, v の式 (1.50)に

∂

∂y
を作用し, 両式の
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和をとって変形すると次の発散方程式を得る.

∂D

∂t
=

∂

∂x
(ζv)− ∂

∂y
(ζu)

− ∂

∂x

[
σ̇
∂u

∂σ
+RdTv

∂π

∂x
−Fx − fv

]
− ∂

∂y

[
σ̇
∂v

∂σ
+RdTv

∂π

∂y
−Fy + fu

]
−∇2

σ(Φ +KE). (1.71)

ここで,

∇2
σ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, KE =

u2 + v2

2
. (1.72)

(証明) (1.64)に
∂

∂x
を作用した式と (1.65)に

∂

∂y
を作用した式との和をと

ることで,

∂

∂x

(
∂u

∂t

)
+

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
+

∂

∂x

(
v
∂u

∂y

)
+

∂

∂x

(
σ̇
∂u

∂σ

)
− ∂

∂x
(fv) +

∂

∂x

(
∂Φ

∂x

)
+

∂

∂x

(
RdTv

∂π

∂x

)
− ∂

∂x
(Fx)

+
∂

∂y

(
∂v

∂t

)
+

∂

∂y

(
u
∂v

∂x

)
+

∂

∂y

(
v
∂v

∂y

)
+

∂

∂y

(
σ̇
∂v

∂σ

)
+

∂

∂y
(fu) +

∂

∂y

(
∂Φ

∂y

)
+

∂

∂y

(
RdTv

∂π

∂y

)
− ∂

∂y
(Fy) = 0. (1.73)

この式は以下のように整理される.

時間微分の項 (第 1項と第 10項):

∂

∂x

(
∂u

∂t

)
+

∂

∂x

(
∂v

∂t

)
=

∂

∂t

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
=
∂D

∂t
. (1.74)

Φに関する項 (第 7項と第 16項):

∂

∂x

(
∂Φ

∂x

)
+

∂

∂y

(
∂Φ

∂y

)
= ∇2

σΦ. (1.75)

速度の 2階水平微分の項その 1 (第 2, 12項):

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
v
∂v

∂y

)
=

1

2

∂2u2

∂x2
+

1

2

∂2v2

∂y2

=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)(
u2 + v2

2

)
− ∂

∂x

(
v
∂v

∂x

)
− ∂

∂y

(
u
∂u

∂y

)
(1.76)
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第 2項と第 3項については, これ以降の項の整理の際に再登場する.

速度の 2階水平微分の項その 2 (第 3, 6項, (1.76)の第 2項):

∂

∂x

(
v
∂u

∂y

)
− ∂

∂x

(
v
∂v

∂x

)
= − ∂

∂x

{
v

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)}
= − ∂

∂x
(ζv). (1.77)

速度の 2階水平微分の項その 3 (第 11, 15項, (1.76)の第 3項):

∂

∂y

(
u
∂v

∂x

)
− ∂

∂y

(
u
∂u

∂y

)
=

∂

∂y

{
u

(
∂v

∂x
− ∂u

∂y

)}
=

∂

∂y
(ζu) . (1.78)

(1.73)を (1.74), (1.75), (1.76), (1.77), (1.78)を用いて整理して (1.71)が得られる.

(証明終り)

1.7.3 熱力学の式

(1.57)より

∂T

∂t
= −∂(uT )

∂x
− ∂(vT )

∂y
+ TD

− σ̇
∂T

∂σ
+ κTv

(
∂π

∂t
+ u

∂π

∂x
+ v

∂π

∂y
+
σ̇

σ

)
+
Q∗

Cp

.

(1.79)

ここで,

κ =
Rd

Cd
p

(1.80)

である.

1.7.4 温度の基本場とずれの分離

仮温度 Tv を次のように σ のみに依存する場 T v(σ) と, そこからのずれ成分 T ′
v に

わけて記述する.
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渦度方程式で Tv を含む項は次のように変形される。

− ∂

∂x

[
RdTv

∂π

∂y

]
+

∂

∂y

[
RdTv

∂π

∂x

]
=− ∂

∂x

[
RdT v

∂π

∂y

]
− ∂

∂x

[
RdT ′

v

∂π

∂y

]
+

∂

∂y

[
RdT v

∂π

∂x

]
+

∂

∂y

[
RdT ′

v

∂π

∂x

]
=−

{
RdT v

∂2π

∂x∂y
+

∂

∂x

[
RdT ′

v

∂π

∂y

]
−RdT v

∂2π

∂y∂x
− ∂

∂y

[
RdT ′

v

∂π

∂x

]}
=−

{
∂

∂x

[
RdT ′

v

∂π

∂y

]
− ∂

∂y

[
RdT ′

v

∂π

∂x

]}
. (1.81)

発散方程式で Tv を含む項は次のように変形される.

− ∂

∂x

[
RdTv

∂π

∂x

]
− ∂

∂y

[
RdTv

∂π

∂y

]
=− ∂

∂x

[
RdT v

∂π

∂x

]
− ∂

∂x

[
RdT ′

v

∂π

∂x

]
− ∂

∂y

[
RdT v

∂π

∂y

]
− ∂

∂y

[
RdT ′

v

∂π

∂y

]
=− ∂2

∂x2
(
RdT vπ

)
− ∂

∂x

[
RdT ′

v

∂π

∂x

]
− ∂2

∂y2
(
RdT vπ

)
− ∂

∂y

[
RdT ′

v

∂π

∂y

]
=−∇2

σ

(
RdT vπ

)
− ∂

∂x

[
RdT ′

v

∂π

∂x

]
− ∂

∂y

[
RdT ′

v

∂π

∂y

]
. (1.82)

ここで

∇2
σ ≡ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(1.83)

を用いた.

熱力学の式では, 温度 T を σ のみに依存する場 T (σ) と, そこからのずれ成分 T ′

にわけて記述する. すなわち, 右辺第 1–3項は次のように変形される.

− ∂(uT )

∂x
− ∂(vT )

∂y
+ TD

= −
{
∂(uT )

∂x
+
∂(uT ′)

∂x
+
∂(vT )

∂y
+
∂(vT ′)

∂y

}
+ TD + T ′D

= −
{
T
∂u

∂x
+
∂(uT ′)

∂x
+ T

∂(v)

∂y
+
∂(vT ′)

∂y

}
+ T

[
∂u

∂x
+
∂v

∂y

]
+ T ′D

= −∂(uT
′)

∂x
− ∂(vT ′)

∂y
+ T ′D. (1.84)

1.7.5 支配方程式の最終形

以上を用いて方程式系を記述すれば次のようになる.
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連続の式

∂π

∂t
+ vH · ∇σπ = −D − ∂σ̇

∂σ
. (1.85)

静水圧の式

∂Φ

∂σ
= −R

dTv
σ

. (1.86)

運動方程式

∂ζ

∂t
=

(
∂VA
∂x

− ∂UA

∂y

)
, (1.87)

∂D

∂t
=

(
∂UA

∂x
+
∂VA
∂y

)
−∇2

σ(Φ +RTπ +KE). (1.88)

ここで,

UA (x, y, σ) ≡ (ζ + f)v − σ̇
∂u

∂σ
−RT ′

v

∂π

∂x
+ Fx, (1.89)

VA (x, y, σ) ≡ −(ζ + f)u− σ̇
∂v

∂σ
−RT ′

v

∂π

∂y
+ Fy. (1.90)

熱力学の式

∂T

∂t
= −

(
∂uT ′

∂x
+
∂vT ′

∂y

)
+ T ′D

− σ̇
∂T

∂σ
+ κTv

(
∂π

∂t
+ vH · ∇σπ +

σ̇

σ

)
+
Q∗

Cp

.

(1.91)

水蒸気の式

∂q

∂t
= −

(
∂uq

∂x
+
∂vq

∂y

)
+ qD − σ̇

∂q

∂σ
+ Sq. (1.92)

(1.16)で導入した Q∗ から粘性による寄与CpD(v)を再び分離し, Q∗ = Q+CpD(v)

とする. 一般に粘性は運動方程式において適当なパラメタリゼーションによって
表現する. また, 渦度, 発散, 温度, 水蒸気の式に対してそれぞれ水平拡散項 D(ζ),

D(D), D(T ), D(q) をつける. この項の付加は主に数値的安定性の要請によるもの
であるが, 物理的には後で行なう離散化のスケール以下の運動を表現していると
解釈できる. 最後に, 乾燥大気の気体定数および定圧比熱 Rd, Cd

p をそれぞれ R,

Cp のようにあらためて置きなおせば, dcpam5-planeの力学過程の支配方程式系を
得る.
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付 録A

使用上の注意とライセンス
規定

CREDITS1 を参照ください.

1http://www.gfd-dennou.org/library/dcpam/dcpam5/dcpam5 latest/CREDITS
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