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第1章 はじめに

(河合 佑太)
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第2章 モデル

2.1 系の設定

全球に渡って岸のない海洋の軸対称な風成循環の力学を理解するために,図 2.1.1

で示される β平面上の均質な流体層を考える. 一定の深さHをもつ流体層は初期
には静止しているが, 表面で加えられる応力 (τx∗, τy∗) = (τx∗(y), 0)により流体層は
運動を始めるような状況を考える. その際生じる境界近傍の摩擦層 (エクマン層)

内の運動やそれを介して駆動される内部領域の運動について次章以降で議論する
ために, 本章では支配方程式系や境界条件を記述する.

z∗
z∗ = H∗

z∗ = 0 y∗
θ = θ0

x∗

(τx∗, τy∗) = (τx∗(y), 0)

Ekman layer

Ekman layer

interior

図 2.1.1: 軸対称風成循環の力学を考察するための系の概念図.球面の効果は β平
面近似により表現する.

(河合 佑太)
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2.2 支配方程式系と境界条件

2.2.1 β平面近似

球面上の回転流体の運動を直交座標系を使って簡潔に記述するために, ここでは
β平面近似を用いる. すなわち, とある球面上の一点 (λ, θ, r) = (λ0, θ0, a)に対する
接平面を定義し, それに対して局所直交座標系

x = a cos θ0(λ− λ0), y = a(θ − θ0), z = r − a (2.2.1)

を導入する. ここで, aは惑星半径である. その際, 運動方程式に現れるコリオリパ
ラーメタ f(= 2Ω sin θ)の緯度依存性は,

f ∼ f0 +

(
df

dθ

)
θ=θ0

(θ − θ0)

= f0 + β0y

(2.2.2)

のように線形近似する. ただし,

f0 = 2Ω sin θ0, β0 =
1

a

(
df

dθ

)
θ=θ0

=
2Ω

a
cos θ0 (2.2.3)

と定義した.

2.2.2 支配方程式系と境界条件

今考える問題において, 水平方向の運動のスケールは鉛直方向に比べてずっと大
きいので, 静力学近似を適用することができる. さらに, 軸対称な流体の運動を考
えるので, 全ての変数は x方向に一様と仮定する. このとき, 均質 (密度一定)な流
体の運動は以下の方程式系によって記述される.

∂u∗
∂t∗

+ v∗
∂u∗
∂y∗

+ w∗
∂u∗
∂z∗

− (f0 + β0y∗)v∗ = Ah
∂2u∗
∂y∗2

+ Av
∂2u∗
∂z∗2

, (2.2.4a)

∂v∗
∂t∗

+ v∗
∂v∗
∂y∗

+ w∗
∂v∗
∂z∗

+ (f0 + β0y∗)u∗ = − 1

ρ0

∂p∗
∂y∗

+ Ah
∂2v∗
∂y∗2

+ Av
∂2v∗
∂z∗2

, (2.2.4b)

∂p∗
∂z∗

= −ρ0g, (2.2.4c)

∂v∗
∂y∗

+
∂w∗

∂z∗
= 0. (2.2.4d)

(河合 佑太)



岸のない軸対称風成循環の力学 2.3 支配方程式系と境界条件 4

ここで, 添字の ∗は有次元の変数であることを示す. u∗, v∗, w∗はそれぞれ速度の
y, z方向成分, ρ0は基準密度, p∗は圧力, gは重力加速度である. また, Ah, Avはそ
れぞれ水平, 鉛直渦粘性係数であり, この系の散逸は渦粘性項により表現する.

(2.2.4a)-(2.2.4d) に対する境界条件は, 以下のように課される. 図 2.1.1に示すよ
うに, 流体層の上端において x方向にのみ応力が加えられるので,

ρ0Av
∂u∗
∂z∗

= τx∗(y∗), ρ0Av
∂v∗
∂z∗

= 0 at z = H (2.2.5)

を課す. 流体層上端における鉛直速度の境界条件は, 今 rigid-lid 近似を適用するこ
とにすれば,

w = 0 at z = H (2.2.6)

によって与えられる. 一方, 地面と接する流体層下端では滑りなし条件

u = 0, v = 0 at z = 0 (2.2.7)

を課す. 流体層下端における鉛直速度の境界条件は, 今地面は平坦であるので,

w = 0 at z = 0 (2.2.8)

によって与えられる.

2.3 系の無次元化

2.3.1 系の無次元化 (赤道遠方の場合)

無次元変数の導入

系のパラメータ依存性を調べる上で, 系の無次元化を行うこと有用である. Lは
水平方向の長さスケール, Dは鉛直方向の長さスケール (すなわちH), U は水平速
度のスケールとするとき,

(x∗, y∗, z∗) = (Lx,Ly,Dz), (u∗, v∗, w∗) = (Uu, Uv,

(
U
D

L

)
w)

t∗ =
L

U
t, p∗ = −ρgz∗ + (ρ0f0UL)p,

τx∗ = τ0τx

(2.3.9)

(河合 佑太)
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と無次元変数を導入する. ここで, 鉛直速度 w∗のスケーリングのために連続の式
を使った. ここで議論する風成循環の問題において, Lは海面応力の空間スケール
である.

今, 時間 t∗のスケールには, 移流時間スケールを用いた. しかし, 現時点では, ス
ピンアップ時間 τspinupよりも移流時間によるスケーリングが適切である保証はな
い. どちらが適切な時間スケールかは, 両者の比

r =
L

Uτspinup
(2.3.10)

に依存するだろう. ここでは, 簡潔な記述のために, 形式的に,

r = O(1) (2.3.11)

を yy仮定し, 摩擦の過程と移流の過程のどちらが卓越するかを, 先験的には制限
しないことにする. そして, r =O(1) に対する定式化が完成した後に, rの値が大
きい場合や小さい場合の極限を考えることで, どちらかの過程が卓越する場合の定
式化を得ることにする.

支配方程式系や境界条件の無次元化

(2.3.9)を使って支配方程式系 (2.2.4a)-(2.2.4d)を無次元化すれば,

ε

(
∂u

∂t
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
− βyv

)
− v =

EH

2

∂2u

∂y2
+
EV

2

∂2u

∂z2
, (2.3.12a)

ε

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
+ βyu

)
+ u = −∂p

∂y
+
EH

2

∂2v

∂y2
+
EV

2

∂2v

∂z2
, (2.3.12b)

∂p

∂z
= 0, (2.3.12c)

∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (2.3.12d)

が得られる. ここで,

ロスビー数 : ε =
U

f0L
, (2.3.13a)

水平方向のエクマン数 : EH = 2
Ah

f0L2
, (2.3.13b)

鉛直方向のエクマン数 : EV = 2
Av

f0D2
, (2.3.13c)

β = β0
U

L2
(2.3.13d)

(河合 佑太)
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である.

次に境界条件 (2.2.5)-(2.2.8)を無次元化すれば, 流体層上端 z = 1における境界
条件は,

∂u

∂z
=

(
τ0D

ρ0AvU

)
τx(y),

∂v

∂z
= 0 at z = 1, (2.3.14)

w = 0 at z = 1, (2.3.15)

となり, 一方, 流体層下端 z = 0における境界条件は,

u = 0, v = 0 at z = 0, (2.3.16)

w = 0 at z = 0 (2.3.17)

となる.

2.3.2 系の無次元化 (赤道近傍の場合)

赤道ではコリオリパラメータの符号が反転するため, 赤道上で海面応力が与えら
れたときにその近傍では湧昇流や赤道境界層が生じる. 上で述べた系の無次元化
は基準緯度におけるコリオリパラメータの値を陽に用いるので, 赤道近傍では使え
ない. ここでは, 赤道近傍の循環に対して 適切な系の無次元化を行う.

無次元変数の導入

初めに, 惑星パラメータを用いて, おおまかに変数の無次元化を行う. すなわち,

(x∗, y∗, z∗) = (ax, ay,Dz), (u∗, v∗, w∗) = (Uu, Uv,

(
U
D

a

)
w)

t∗ =
a

U
t, p∗ = −ρgz∗ + (ρ02ΩU)p,

τx∗ = τ0τx

(2.3.18)

ここで, aは惑星半径である. また, 水平速度スケールを決定するために, 上側エク
マン層内の運動量パランスを考えると,

2ΩUδED ∼ τ0/ρ0

であるので,

U =
τ0

2ΩδED
(2.3.19)

(河合 佑太)
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と決まる.

赤道近傍の循環に対して適切な変数のスケーリングは, この後の支配方程式系の
各項のスケール解析によって行う.

支配方程式系や境界条件の無次元化

(2.3.23)を使って支配方程式系 (2.2.4a)-(2.2.4d)を無次元化すれば,

ε0

(
∂u

∂t
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
− yv = EH0

∂2u

∂y2
+ EV 0

∂2u

∂z2
, (2.3.20a)

ε0

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
+ yu = −∂p

∂y
+ EH0

∂2v

∂y2
+ EV 0

∂2v

∂z2
, (2.3.20b)

∂p

∂z
= 0, (2.3.20c)

∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (2.3.20d)

が得られる. ここで,

ロスビー数 : ε0 =
U

2ΩL
, (2.3.21a)

水平方向のエクマン数 : EH0 =
Ah

2Ωa2
, (2.3.21b)

鉛直方向のエクマン数 : EV 0 =
Av

2ΩD2
, (2.3.21c)

である.

次に, 赤道近傍の循環の南北幅 lを見積もる. そのために, 赤道近傍における上
側のエクマン層における力学的バランスを考えよう. 赤道から十分離れた場所で
は, 鉛直粘性項は, 非地衡流速度によるコリオリ項とバランスする. しかし, 赤道
に近づくにつれてそのコリオリ項はゼロとなるので, 力学的バランスを得るために
は, 赤道遠方では無視した項 (慣性項あるいは水平粘性項)が重要となる. ここでは,

Gill (1972) に従って, 赤道近傍において鉛直拡散項がコリオリ項と水平粘性項に
よってバランスする場合を考えることにする*1.

*1ここでは, 水平粘性項に比べて慣性項は小さいことを仮定することによって, まず線形問題を
考えることにする. しかし, 赤道近傍の循環における力学的バランスでは, 慣性項がしばしば重要
である. 慣性項の効果については, McKee (1973)を参考にされたい. また, ここで用いる支配方程
式系では, 伝統的近似によって, 自転角速度ベクトルの水平成分に伴うコリオリ項を無視している.
しかしながら, この項もまた赤道近傍では重要な場合があり, 赤道境界層などの問題におけるその
効果については, D?? を参考にされたい.

(河合 佑太)
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今, 無次元単位において, エクマン層の厚さを δE, 赤道近傍の循環の南北幅を l

とする. (??), (2.3.20b)におけるコリオリ項, 水平粘性項, 鉛直粘性項の大きさは,

それぞれ
l, EH0/l

2, EV 0/δ
2
E

と見積もられる. したがって, lと∆Eは, EH0, EV 0を用いて,

l = (EH0)
1/3, δE =

(
EV 0

(EH0)1/3

)1/2

(2.3.22)

と書ける. よって, 水平長さスケールと関係した変数に対するスケーリングを,

ỹ = (EH0)
1/3y,

(ũ, ṽ) = (EH0)
−1/3(u, v), w̃ = (E

−2/3
H0 )w

t̃ = (EH0)
−1/3t, p̃ = (EH0)

−1/3p

(2.3.23)

とやり直すことにする.

このとき, 無次元化した支配方程式系は,

εeq

(
∂u

∂t
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
− yv =

∂2u

∂y2
+ δ2E

∂2u

∂z2
, (2.3.24a)

εeq

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)
+ yu = −∂p

∂y
+
∂2v

∂y2
+ δ2E

∂2v

∂z2
, (2.3.24b)

∂p

∂z
= 0, (2.3.24c)

∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0. (2.3.24d)

と書き直される. ただし, ˜( )は省略した.

(2.3.24a)-(2.3.24d)に対して, 領域の上下端で課される無次元化した境界条件は,

δE
∂u

∂z
= τx(y), δE

∂v

∂z
= 0 at z = 1, (2.3.25)

w = 0 at z = 1, (2.3.26)

および,

u = 0, v = 0 at z = 0, (2.3.27)

w = 0 at z = 0 (2.3.28)

である. 最後に, 赤道近傍の解は赤道から十分離れた所において, 赤道遠方の解と
漸近的に接続するとする.

(河合 佑太)
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第3章 支配方程式系の近似解: 赤道
遠方

本章では, 境界条件 (2.3.25)-(2.3.17)に対する, 支配方程式系 (2.2.4a)-(2.2.4d)の
近似解を, Pedlosky (1987, chapter 4) を参考にして, 逓減摂動法を使って求める.

逓減摂動法を用いて, 非線形偏微分方程式である支配方程式系から, より簡単な
方程式系を取り出すには, 以下のようなことを行う. 今, それぞれの変数の解は,

y, z, tおよび無次元のパラメータ ε, EH , EV の関数である. これらの無次元パラー
メタの値が小さいとき, そのパラメータによってそれぞれの変数を級数展開するこ
とができる. 例えば, 変数のベクトル q = (u, v, w, p)は,

q = q0(y, z, t) + ∆(ε, EV , EH)q1(y, z, t) + ... (3.0.1)

と級数展開できる. ここで, ∆は小さなパラメータであり, ε, EV , EHの関数である.

今, その関数形の詳細は重要でないが, ε, EV , EH → 0のとき∆ → 0でなければな
らない. これを, 支配方程式系 (2.2.4a)-(2.2.4d)に代入して, 小さなパラメーターの
同じオーダー (O(1), O(∆), ...)の項を集めることによって, 各オーダーに対するよ
り簡単な方程式が得られる.

本論文で扱う方程式系において, 変数の最低次の解 q0の解を決定するためには,

O(1) や O(∆) の項をそれぞれ集めて, それぞれのオーダーに対する方程式を導き,

さらに境界層の解を考慮することによって, q0で閉じた方程式系を導く必要がある.

3.1 線形近似解 (赤道遠方)

海洋の観測事実によれば, 定常的な速度は 2 ∼ 3 m/s を超えることはないので,

ロスビー数が 1 以上となるのは, 赤道の近傍か, あるいは中緯度では数 10 km の

(河合 佑太)
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水平スケールを持つ運動 (例えば, 慣性境界流) に限られる*1. したがって, 赤道の
近傍を除く (θ0が 10 度以上), 大規模な (水平スケールが 103以上の)海洋循環に対
する, ロスビー数は 1 よりも十分に小さい. 本節では, 赤道近傍以外の, 内部領域
と上・下端の境界層における支配方程式の近似解を求める.

3.1.1 内部領域における最低次の循環: O(1) のバランス

変数の最低次 q0は, 級数展開 (3.0.1)から,

q0 = lim
(y,z,t) fixed
EV ,ε,EH→0

q (3.1.2)

なる極限によって定義される. したがって, (3.0.1)は内部領域の流れに対する適切
な表現を与える. しかし, 上の極限により定義される q0自体は. 境界条件を満足し
ないだろう. そのため, 境界条件を満足させるための修正が必要である.

内部領域の O(1) のバランス

(2.3.12a)-(2.3.12d)に (3.0.1)を適用して, O(1) の項を集めれば,

u0 = −∂p0
∂y

, (3.1.3a)

v0 = 0, (3.1.3b)

0 =
∂p0
∂z

, (3.1.3c)

∂w0

∂z
= 0 (3.1.3d)

を得る. ただし, (3.1.3d) を導く際に, (3.1.3b) を用いた. したがって, 内部領域に
おける O(1) の水平速度は地衡流である. 特に, x方向の一様性のために, v0は恒
等的にゼロである. また, (3.1.3c) より,

∂u0
∂z

= 0 (3.1.4)

であるので, 内部領域の O(1) の速度は zに独立である.

*1例えば, 緯度 40 度では, f ∼ 10−4 [s−1] であるので, U ∼ 2 [m] とするとき, ロスビー数が 1
を超えるためには, 運動の水平スケールは 20 [km] 以下でなければならない.
一方, 低緯度域の水平スケール L ∼ 102[km], U ∼ 2 [m] の運動に対して, ロスビー数が 1 を超

えるためには, 緯度は 8 度以上でなければならない.

(河合 佑太)
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(3.1.3a)-(3.1.3d)は, 内部領域の O(1) の速度におけるバランスを与えるが, 依然
としてそれらは未知である (地衡流縮退). 内部領域の O(1) の循環を決定するため
には, O(ε) の項のバランスによって与えられる, q0の時間発展式が必要である. ま
た, その時間発展式を q0で閉じるには, z = 0,−1近傍の摩擦層 (エクマン層)内の
運動を調べて, それが内部領域に与える強制を q0を使って表現しなければならな
い. その際, 境界条件 (2.3.25)-(2.3.17) は考慮される.

3.1.2 エクマン層とその内部領域に対する強制の定式化

z = 0, 1近傍のエクマン層の運動は, 境界層理論によって記述できる.

下部境界近傍のエクマン層

z = 0の底面に発生するエクマン層の記述を, Pedlosky (1987, section 4.5)に従っ
て行う. 今, 境界近傍における鉛直方向の場の急激な変化を O(1) で表現するため
に, 伸縮座標

ξ = z/l (3.1.5)

を導入する. ここで, lは無次元の境界層の厚さである. (2.3.12a)-(2.3.12d) に対し
て, (3.1.5)を適用すれば,

ε

(
∂u

∂t
+ v

∂u

∂y
+
w

l

∂u

∂ξ
− βyv

)
− v =

EH

2

∂2u

∂y2
+
EV

2l2
∂2u

∂ξ2
, (3.1.6a)

ε

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂y
+
w

l

∂v

∂ξ
+ βyu

)
+ u = −∂p

∂y
+
EH

2

∂2v

∂y2
+
EV

2l2
∂2v

∂ξ2
, (3.1.6b)

1

l

∂p

∂ξ
= 0, (3.1.6c)

∂v

∂y
+

1

l

∂w

∂ξ
= 0. (3.1.6d)

を得る. したがって, EV に比例する摩擦項が O(1) のコリオリ項とバランスする
ために,

l = E
1/2
V (3.1.7)

と選ぶ.

境界層において, 変数は

q = q̃(y, ξ, t, EV , EH , ε) = q̃0(y, ξ, t) + ... (3.1.8)

(河合 佑太)
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と書かれる. ここで, (˜)は境界層近傍で適切な表現であることを示す. また, 最右
辺の小さなパラメータによる級数展開は, 固定した ξに対してEV , EH , ε→ 0の極
限により, q̃0を定義する.

次に, (3.1.6d) を用いて, w̃のスケールについて考える. 今,

∂w̃

∂ξ
= −E1/2

V

∂ṽ

∂y
(3.1.9)

であるので, もし w̃が O(E
1/2
V ) より大きければ, ∂w̃/∂ξ = 0 であることを要求す

るだろう. このとき, 鉛直速度の境界条件 (2.3.17)から, w̃は恒等的にゼロとなっ
てしまう. したがって, w̃ = O(E

1/2
V )でなければならない. 故に, 境界層の鉛直速

度のスケールを次のようにとり直す.

w̃(y, ξ, t, ε, EH , EV ) = E
1/2
V W̃ (y, ξ, t, ε, EH , EV )

= E
1/2
V {W̃0(y, ξ, t) + ...}.

(3.1.10)

ũ, ṽ, W̃ , p̃の小さなパラメータによる級数展開を, (3.1.6a)-(3.1.6d)に代入し, O(1)

の項だけ集めれば,

−ṽ0 =
∂2u

∂ξ2
, (3.1.11a)

ũ0 = −∂p̃0
∂y

+
∂2ṽ0
∂ξ2

, (3.1.11b)

∂p̃0
∂ξ

= 0, (3.1.11c)

∂W̃0

∂ξ
= −∂ṽ0

∂y
(3.1.11d)

を得る.

(3.1.11c) より, 境界層内の O(1) の圧力 p̃0は ξに依存しない. また, 境界層内の
変数は, ξ → 0のとき, 内部領域の解と滑らかに接続しなければならない (接合原
理). すなわち, v

lim
ξ→∞

q̃0 = lim
z→0

q0 (3.1.12)

でなければならない. したがって, すべての ξ に対して, 境界層内の O(1) の圧
力勾配は内部領域の O(1) の圧力勾配によって与えられる. このとき, (3.1.11a),

(3.1.11b) は,

1

2

∂2ũ0
∂ξ2

+ ṽ0 = 0,

1

2

∂2ṽ0
∂ξ2

− ũ0 = u0(y)

(3.1.13)

(河合 佑太)
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と書ける. ただし, (3.1.3a), (3.1.3b)によって,内部領域の O(1) の水平圧力勾配を
水平速度で置き換えた. 今, z = ξ = 0に対する滑りなし条件と水平速度に対する
接合原理,

ũ0 = 0, ṽ0 = 0 at ξ = 0,

ũ0 = u0(y), ṽ0 = v0(y) = 0 at ξ → ∞
(3.1.14)

のもとで, (3.1.13)の解を求めれば,

ũ0 = u0(y)
[
1− e−ξ cos ξ

]
, ṽ0 = u0(y)e

−ξ sin ξ (3.1.15)

を得る*2.

次に, エクマン層における鉛直速度 W̃0を求める. (3.1.11d)に (3.1.15)を代入し,

その結果を ξについて 0 から ξまで積分すれば,

W̃0(y, ξ) =
1

2
ζ0
[
1− eξ(cos ξ + sin ξ)

]
(3.1.16)

を得る*3. ただし, 積分定数の決定のために, ξ = 0において W̃0 = 0である境界条
件を用いた. また, ζ0(= −∂u0/∂y)は内部領域の渦度の最低次を表す. 鉛直速度に
対して接合原理を適用すれば, (3.1.16)は z = 0における内部領域の鉛直速度

w(y, 0) =
E

1/2
V

2
ζ0 (3.1.17)

を与える. したがって, 内部領域の流れに対する下部境界条件が得られた.

上部境界近傍のエクマン層

応力が加えられる流体表面の近傍に発生するエクマン層の記述を, Pedlosky (1987,

section 4.10) に従って行う. 手法は上で示した下部境界近傍のエクマン層の場合と
ほぼ同じであるので, 異なる部分以外は結果のみを示すことにする.

最初に, 伸縮座標を

ξ =
1− z

E
1/2
V

(3.1.18)

*2x方向の一様性を仮定しない場合には, エクマン層内の水平速度の最低次は, ベクトル形式で書
けば,

ũ0 = u0(1− e−ξ cos ξ) + (k × u0)e
−ξ sin ξ

となる. ここで, ũ0 = (ũ0, ṽ0), u0 = (u0, v0)とおいた. また, kは鉛直方向の単位ベクトルである.
*3x方向の一様性を仮定しない場合でも, 境界層の鉛直速度は同じ表現で与えられる.

(河合 佑太)
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と導入する. さらに, (3.1.8)と同様の小さなパラメータによる変数の級数展開を行
えば, 境界層における O(1) の方程式系

−ṽ0 =
∂2u

∂ξ2
, (3.1.19a)

ũ0 = −∂p̃0
∂y

+
∂2ṽ0

∂ξ2
, (3.1.19b)

−∂p̃0
∂ξ

= 0, (3.1.19c)

−∂W̃0

∂ξ
= −∂ṽ0

∂y
(3.1.19d)

を得る. 境界層における水平圧力勾配は, 下側のエクマン層と同様に内部領域の値
を与えればよい. また, (3.1.19a), (3.1.19b)に対する ξ = 0における境界条件とし
て, (2.3.25), すなわち,

∂ũ

∂ξ
= ατx(y),

∂ ṽ

∂ξ
= 0 at ξ = 0 (3.1.20)

を課す. ここで,

α =
2τ0

ρ0fDE
1/2
V U

(3.1.21)

とおいた. このとき, 境界条件を満足する境界層内の O(1) の水平速度は,

ũ = u0(y) +
e−ξ

2
ατx(y)

[
− sin ξ + cos ξ

]
, ṽ = −e

−ξ

2
ατx(y)

[
sin ξ + cos ξ

]
(3.1.22)

と得られる*4

境界層内の鉛直速度もまた下側エクマン層と同様に求めることができる. すなわ
ち, (3.1.24)を (3.1.19d)に代入し, ξについて 0から ξまで積分すればよい. rigid-lid

近似を適用するとき, ξ = 0における鉛直速度はゼロとするので, 結果的に境界層
内の鉛直速度は,

W̃0(y, ξ̄) = −α
2

∂τx(y)

∂y

[
1− e−ξ̄ cos ξ̄

]
(3.1.24)

*4x方向の一様性を仮定せず, また流体表面に加わる応力がより一般的な場合には, 境界層内の
O(1) の水平速度は, ベクトル形式において,

ũ = u0 +
αe−ξ

2
[τ (cos ξ − sin ξ)− (k × τ )(cos ξ + sin ξ)] (3.1.23)

となる.

(河合 佑太)
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と与えられる. 最後に,鉛直速度に対して接合原理を適用すれば, (3.1.24)は, z = H

における内部領域の鉛直速度

w(y,H) = α
E

1/2
V

2
k · curl τ (3.1.25)

を与える*5. ここで,

k · curl τ =
∂τy
∂x

− ∂τx
∂y

= −∂τx(y)
∂y

(3.1.26)

である. したがって, 内部領域の流れに対する上部境界条件が得られた.

3.1.3 内部領域における最低次の循環: O(ε) のバランス

展開パラメータ∆の決定

(3.0.1)における展開パラメータ∆は, 実際の流れが O(1) の厳密な地衡流から
どの程度ずれるかの指標である. 今の場合, 内部領域において, 地衡流からのずれ
を発生させる機構は,

• 流れの相対加速度 (相対速度の移流)

• エクマン・パンピングによる惑星渦管の伸縮

• 運動量の水平拡散

である. 1 つ目の機構は, O(ε) の非地衡流を生じさせる. 一方, 2 つ目の機構は,

O(E
1/2
V ) の相対渦度の変化を発生させる. エクマン・パンピングによる惑星渦管伸

縮と相対渦度の移流との比は,

E
1/2
V /ε = (L/U)/τspinup

で与えられる. ここで, τspinup = D/(2AV f)
1/2である. これは, (2.3.10)で定義され

る rに他ならず, 今 r = O(1)を仮定している. rが大きい, あるいは小さい場合に
ついては, rの極限をとることによって考慮される. 3 つ目の機構によるずれへの
寄与は, O(EH)である. 運動量の摩擦による水平拡散と相対加速度の比は,

EH/ε =
2

Re
*5x方向の一様性を仮定せず, また一般的な応力分布を与える場合でも, 同じ形式の鉛直速度が得
られる.

(河合 佑太)
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で与えられる. ここで, Re= UL/AHは内部領域の流れのレイノルズ数である. 通常,

地球流体力学の問題において, このレイノルズ数は十分に大きく, 比EH/ε = 2/Re

は小さい. しかし, 滑りなし条件を課す水平境界が存在する場合, そこで水平拡散
項が重要となるため, O(EH)の水平拡散項を無視せずの残すことにする.

したがって, 小さなパラメータ∆による変数 qの級数展開は,

q = q(y, z, t, ε, EV , EH)

= q0(y, z, t, r,Re) + εq1(y, z, t, r,Re) + ...
(3.1.27)

と書ける.

O(1)の変数の時間発展方程式

(2.3.12a)-(2.3.12d) に, (3.1.27)を代入し, O(1) の項を集めれば, やはり (3.1.3a)-

(3.1.3d)が得られる. よって, O(1) の速度は zに依存しない. 今, z = 0における鉛
直速度の最低次は, (3.1.17)により O(E

1/2
V ) である. E

1/2
V ≪ 1であるので, 故に全

ての zに対して,

w0 = 0 (3.1.28)

でなければならない.

O(ε) の項を集め, さらに u0が zに依存しないこと, 今 v0, w0が内部領域におい
て恒等的にゼロである事実を用いれば,

∂u0
∂t

− v1 =
1

Re

∂2u0
∂y2

, (3.1.29a)

−βu0 + u1 = −∂p1
∂y

, (3.1.29b)

0 =
∂p1
∂z

, (3.1.29c)

∂v1
∂y

+
∂w1

∂z
= 0 (3.1.29d)

を得る. 次に, 渦度方程式は (x方向の一様性に注意),

∂ζ0
∂t

= −∂v1
∂y

+
1

Re

∂2ζ0
∂y2

=
∂w1

∂y
+

1

Re

∂2ζ0
∂y2

(3.1.30)

と求まる. ここで, ζ0は内部領域における O(1) の相対渦度であり, 今の場合 ζ0 =

−∂u0

∂y
最低次の運動は zに依存しないので, zについて 0 から 1 まで簡単に積分で

(河合 佑太)
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きる. その結果,
∂ζ0
∂t

= w1(y, 1)− w1(y, 0) +
1

Re

∂2ζ0
∂y2

(3.1.31)

を得る. この時点で, z = 0, 1における摩擦層の存在が重要になる. (3.1.17)と
(3.1.27)から,

w(y, 0, t) = εw1(y, 0, t) + ... =
E

1/2
V

2
ζ0 (3.1.32)

であるので,

w1(y, 0, t) =
r

2
ζ0(y, 0, t) (3.1.33)

vとなる. 同様に, (3.1.25)と (3.1.27)から,

w1(y,H, t) =

(
τ0

ρ0f0UDε

)
k · curlτ (3.1.34)

となる. したがって, O(ε) までの系のポテンシャル渦度方程式,

∂

∂t

∂2ψ

∂y2
=

[
τ0

ρ0f0UDε

]
k · curl τ − r

2

∂2ψ

∂y2
+

1

Re

∂4ψ

∂y4
(3.1.35)

が得られる*6. ここで, ψは O(1)の水平速度に対する流線関数であり, ∂2ψ/∂y2 = ζ0
である.

3.1.4 内部領域における最低次の循環:定常解

次に, (3.1.35)の定常解を求める.

*6本論文では, x方向の一様性, 地形なし, および流体表面において rigid-lid を仮定したため, 内
部領域の運動に対するポテンシャル渦度方程式 (3.1.35)の右辺は, ζ0の局所時間微分の項しか残ら
ない.
一方, より一般的な場合には, すなわち地形や摩擦が存在し, 流体表面が自由表面である場合に

は, 準地衡流ポテンシャル渦度方程式は Pedlosky(1987) の式 (4.1.12) によって,[
∂

∂t
+
∂ψ

∂x

∂

∂y
− ∂ψ

∂y

∂

∂x

] [
∇2ψ − Fψ + βy + ηB

]
=

[
τ0

ρ0f0UDε

]
k · curl τ − r

2
∇2 psi+

1

Re
∇4ψ

と与えられる. ここで, ψは内部領域の O(1) の水平速度に対する流線関数, F = L2/(gD/f2)はフ
ルード数である. また,

η0 = ψ, εηB(x, y) =
hB∗

D

である. ただし, hB∗は有次元の地形の高さであり, hB∗/D = O(ε)である (流体層の厚さに対して,
地形高度は十分に小さい)ことを仮定している.

(河合 佑太)
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明らかに, 流体表面で加えられる応力の回転 (右辺一項目)による強制は, 下部エ
クマン層における散逸とバランスするだろう. したがって, U のスケールを

U =
2

r

τ0
ρ0f0Dε

=
2τ0

ρ0f0δE
(3.1.36)

のように取る. ここで, δE = E
1/2
V Dはエクマン層の特徴的な厚さである. このと

き, (3.1.35)から, ζ0の yに対する二階の線形常微分方程式,

− 1

R̃e

d4ψ

dy4
+
d2ψ

dy2
= k · curl τ (y) (3.1.37)

を得る. ただし,

R̃e =
rRe

2
(3.1.38)

とおき直した. なお, 今レイノルズ数は,

Re =
UL

AH

=
2τ0L

AHρ0f0δE
(3.1.39)

と計算される. また, (3.1.37)を最低次の東西流速 u0を用いて書くならば,

1

R̃e

d3u0
dy3

− du0
dy

= k · curl τ (y) (3.1.40)

と書ける.

R̃e
−1 ≪ 1に対する漸近級数解

赤道近傍を除けば風成循環の水平スケールは大規模であり, その循環に対する水
平レイノルズ数 Re は 1 より十分大きい. また, エクマン層に伴うスピンアップ・
タイムが, 移流時間スケールより短い場合 (すなわち r > 1)をここでは考えること
にする. このとき, 変数を R̃e

−1
(≪ 1)によって

u0 =
∞∑
n=0

[u0]n(R̃e)
−n (3.1.41)

のように級数展開し, (3.1.40)の漸近級数解を求める.

(3.1.41)を (3.1.40)に代入し, O(1) の項を集めれば,

−d[u0]n
dy

= k · curl τ (y) (3.1.42)

(河合 佑太)
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を得る. さらに, O((rRe)−m) の項を集めれば,

d[u0]m
dy

=
d3 [u0]m−1

dy3
(3.1.43)

なる関係式を得る. 今 |y| → ∞で unはゼロに収束することを仮定すれば, 上の二
式から

[u0]n =
d2n

dy2n
τx(y) (3.1.44)

を得る. したがって, [u0]0は単に τx(y)であり, 水平渦粘性の効果はそれより高次
の項によって考慮される.

(河合 佑太)
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第4章 支配方程式系の近似解: 赤道
近傍

本章では, εeqが 1 より十分小さい場合を考えて, (2.3.24a) - (2.3.24d) の線形解
の導出を, Gill (1971); Dowden (1972)に従って行う. 彼らによれば, 海面応力の詳
細な分布は赤道境界層の力学に対して重要でない. そのため, 本ノートにおいても,

簡単化のために南北方向に一様な海面応力を与える. すなわち,

τx(y) = −1 (4.0.1)

の場合を考えることにする.

4.1 線形近似解 (赤道近傍)

(2.3.24a) - (2.3.24d) において, 非線形項を無視すれば,

−yv =
∂2u

∂y2
+ δ2E

∂2u

∂z2
, (4.1.2a)

yu = −∂p
∂y

+
∂2v

∂y2
+ δ2E

∂2u

∂z2
, (4.1.2b)

∂u

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (4.1.2c)

となる. 以下では, 流れを順圧成分と傾圧成分に分割して, (4.1.2) の解を求める.

初めに, 流れの順圧成分 (ū, v̄)を

(ū, v̄) =

∫ 1

0

(u, v) dz (4.1.3)

と定義する. 一方で, 流れの傾圧成分 (û, v̂)は, 流れの順圧成分からのずれによっ
て定義する. すなわち,

(û, v̂) = (u, v)− (ū, v̄). (4.1.4)

(河合 佑太)
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4.1.1 流れの順圧成分

流れの順圧成分に対する方程式を得るために, (4.1.2)を zについて 0 から 1 ま
で積分し, 上下端における境界条件を適用すれば,

−yv̄ =
∂2ū

∂y2
+ δE

[
−1− δE

(
∂û

∂z

)
z=0

]
, (4.1.5a)

yū = −∂p
∂y

+
∂2v̄

∂y2
+ δE

[
−δE

(
∂v̂

∂z

)
z=0

]
, (4.1.5b)

∂v̄

∂y
= 0 (4.1.5c)

が得られる.

(4.1.5)を満たす解について考える. 例えば, |y| = y∞において, ū = ū∞となる,

(4.1.5)の解を求めることにしよう. O(δE) の項を無視することにすれば,

v̄ = 0, ū = ū∞, (4.1.6)

p = − ū
2
y2 + (const). (4.1.7)

が得られる.

4.1.2 流れの傾圧成分

流れの傾圧成分に対する方程式を得るために, (4.1.2)を (4.1.5)で引けば,

−yv̂ =
∂2û

∂y2
+ δ2E

∂2û

∂z2
+ δE

[
1 + δE

(
∂û

∂z

)
z=0

]
, (4.1.8a)

yû =
∂2v̂

∂y2
+ δ2E

∂2v̂

∂z2
+ δE

[
δE

(
∂v̂

∂z

)
z=0

]
, (4.1.8b)

∂v̂

∂y
+
∂w

∂z
= 0 (4.1.8c)

を得る. 今,

P = û+ iv̂ (4.1.9)

とおけば, (4.1.8)は,

δ2E
∂2P

∂z2
+
∂2P

∂y2
− iyP = δE

[
1 + δE

(
∂P

∂z

)
z=0

]
(4.1.10)

と書ける.

(河合 佑太)
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流れの傾圧成分の分解

次に, 流れの傾圧成分に対する線形の方程式 (4.1.8)の解を, それぞれ内部領域,

上側エクマン層, 下側エクマン層内の寄与に分割して考えるために, P を

P = PI + Pe1 + Pe2 (4.1.11)

と分解する. ここで, PI , Pe1, Pe2を以下のように定義する.

• PI : 内部領域の流れの速度. ただし, PI に関する鉛直拡散項はゼロする.

• Pe1: 上側エクマン層内の流れの速度. ただし, その外側ではゼロとする.

• Pe1: 下側エクマン層内の流れの速度. ただし, その外側ではゼロとする.

流れの傾圧成分の決定: (i) 内部領域

PI に対する方程式は, (4.1.10)から,

∂2PI

∂y2
− iyPI = δE

[
1 + δE

(
∂P

∂z

)
z=0

]
(4.1.12)

と得られる. ここで, O(δE) 以下の項を無視することにすれば,

∂2PI

∂y2
− iyPI = 0 (4.1.13)

となる. 今, |y| → ∞において,

−iyPI = 0 (4.1.14)

に漸近的に収束する条件を課せば,

PI = 0 (4.1.15)

を得る. したがって, O(δE) までに対して, 内部領域における流れの傾圧成分PIは
ゼロである.

流れの傾圧成分の決定: (ii) 上側エクマン層

今, 上端エクマン層内の流れの表現に適した座標

z̃ =
z − 1

δE
(4.1.16)

(河合 佑太)
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を導入する. この z̃を用いて, (4.1.10)を書き直し, その結果を (4.1.5)で引けば, 上
側エクマン層内の流れ Pe1に対する方程式

∂2Pe1

∂z̃2
+
∂2Pe1

∂y2
− iyPe1 = 0 (4.1.17)

を得る.

(4.1.17)に対して, 以下の境界条件を課す.

∂Pe1

∂z̃
→ −1 as z̃ → −0, (4.1.18a)

Pe1 → 0 as z̃ → −∞, (4.1.18b)

Pe1 ∼
−1± i

2
√
|y|

exp
[
z̃(1 + i)

√
|y|/2

]
as |y| → ∞. (4.1.18c)

最後の境界条件により, 赤道から十分に遠方では, Pe1はエクマン解と接続しなけ
ればならない.

境界条件 (4.1.18)を満たす (4.1.17)の解は, 最終的には以下のように得られる.

その導出過程については, 付録を参照されたい.

Pe1 = − 1√
π

∫ ∞

0

1√
l
exp

(
− l

3

3
− ily − z̃2

4l

)
dl (4.1.19)

また, 上の Pe1と連続の式を用いて, 上側エクマン層内の鉛直速度を求めれば,

we1 =
δE√
π

∫ ∞

0

√
l exp

(
− l

3

3

)
cos(ly)

∫ z̃

0

exp

(
− z̃

2

4l

)
dz̃ dl (4.1.20)

と得られる. 特に, z̃ → −∞に対する鉛直速度は,

we1|z̃→−∞ = δE

∫ ∞

0

l exp

(
− l

3

3

)
cos(ly) dl (4.1.21)

と書ける.

流れの傾圧成分の決定: (iii) 下側エクマン層

上側エクマン層の場合と同様な方法によって解を導出できる.

上側エクマン層と同様の手順により, 下側エクマン層の流れ Pe2に対する方程
式は,

∂2Pe2

∂z̃2
+
∂2Pe2

∂y2
− iyPe2 = 0 (4.1.22)

(河合 佑太)
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と得られる. ただし, 伸縮座標 z̃は

z̃ =
z

δE
(4.1.23)

と導入した.

(4.1.22) に対して, 以下の境界条件を課すことにする.

Pe2 = −(PI + ū+ iv̄), as z̃ = 0, (4.1.24a)

Pe2 → 0 as z̃ → ∞, (4.1.24b)

Pe2 ∼ −(PI + ū∞ + iv̄∞) exp
[
z̃(1 + i)

√
|y|/2

]
as |y| → ∞. (4.1.24c)

最初の境界条件は, 下端境界における滑り無し条件である. また, 最後の境界条件
によって, 赤道から十分遠方では, Pe2と接続しなければならない.

境界条件 (4.1.24)を満たす (4.1.22)の解は, 最終的には以下のように得られる.

その導出過程については, 付録を参照されたい.

Pe2 = − ū∞
2
√
π

∫ ∞

0

z̃

l3/2
exp

(
− l

3

3
− ily − z̃2

4l

)
dl (4.1.25)

また, 上の Pe1と連続の式を用いて, 上側エクマン層内の鉛直速度を求めれば,

we2 = δE
ū∞√
π

∫ ∞

0

√
l exp

(
− l

3

3

)
cos(ly)

[
1− exp

(
−z

2

4l

)]
dl (4.1.26)

と得られる. 特に, z̃ → ∞に対する鉛直速度は,

we2|z̃→−∞ = δE
ū∞√
π

∫ ∞

0

l exp

(
− l

3

3

)
cos(ly) dl (4.1.27)

と書ける.

(河合 佑太)
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付録 A: 東西チャネルを仮定し, 境界条件を陽に与えて解を求める

場合

右辺の応力の回転を,

−∂τx(y)
∂y

= a0 + a1y + a2y
2 + a3y

3 (A.1)

と三次関数で与えるとすれば, (3.1.37)の一般解は,

ψ(y) = C1 sinh
(
Re1/2y

)
+ C2 cosh

(
− Re1/2y

)
+ C3 + C4x

−
(a0
2

+ a2/Re
)
y2 −

(a1
6

+ a3/Re
)
y3 − a2

12
y4 − a3

20
y5

(A.2)

と得られる. 今, 未知定数C1, C2, C3, C4を決定するために, (3.1.37)に対して,

ψ = 0, at y = 0,

∂ψ

∂y
= 0, at y = y0,

∂2ψ

∂y2
= 0, at y = ±1

(A.3)

なる条件を課す. 一番目の条件は, y = 0において流れ関数がゼロとなることを要
請するが, この条件に物理的な意味はない. 二番目の条件は, y = y0 (|y0| < 1)にお
いて u0がゼロとなることを要求する. 最後の条件は, y = ±1において u0の南北シ
アがゼロとなることを要求する. したがって, 未知定数は以下のように決まる.

C1 = −qyy(1)− qyy(−1)

2r2 sinh(r)
, C2 = −C3 = −qyy(1) + qyy(−1)

2r2 cosh(r)
,

C4 = −qy(y0)− r cosh(ry0)C1 − r sinh(ry0)C2.

(A.4)

ただし, q(y)は (A.2)の非斉次解の部分を表す関数である.

任意の y0に対して, (A.3) を満たす (3.1.37)の特殊解の陽な形式は, 複雑である
のでここでは明記しない. しかし, y0 = 0の特別な場合にはその対称性により, 特
殊解は比較的簡単な形式をもつ. よって, y0 = 0の場合の (3.1.37)の特殊解および
それと関係した変数の解を以下に示す. 初めに流線関数は,

ψ(y) =−
(a0
2

+ a2/Re
)
y2 −

(a1
6

+ a3/Re
)
y3 − a2

12
y4 − a3

20
y5

+
a0 + a2(1 + 2/Re)

Re cosh(
√
Re)

cosh(
√
Re y) +

a1 + a3(1 + 6/Re)

Re sinh(
√
Re)

[
sinh(

√
Re y)−

√
Re y

]
(A.5)

(河合 佑太)
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と求まる. したがって, O(1) の東西流速は,

u0(y) = (a0 + 2a2/Re)y +
a1
2
y2 +

a2
3
y3 +

a3
4
y4

− a0 + a2(1 + 2/Re)√
Re cosh(

√
Re)

sinh(
√
Re y)− a1 + a3(1 + 6/Re)√

Re sinh(
√
Re)

[
cosh(

√
Re y)− 1

]
(A.6)

と得られる. また, 内部領域の O(ε)の弱い子午面循環は, 次のように求めることが
できる. v1は (3.1.29a)を用いることによって,

v1 =− Re−1(a1 + 2a2y + 3a3y
2)

+
a0 + a2(1 + 2/Re)√

Re cosh(
√
Re)

sinh(
√
Re y) +

a1 + a3(1 + 6/Re)√
Re sinh(

√
Re)

cosh(
√
Re y)

(A.7)

と得られる. したがって, 大きなレイノルズ数に対して, 内部領域の南北速度は
O(ε) よりもずっと小さい. しかし, (3.1.16), (3.1.23)から, 上下端の境界層におい
て O(1) の南北速度が存在することに気をつける必要がある. 一方, w1は上で求め
た v1と (3.1.29d), (3.1.17)を使って,

w1(y, z) =
r

2
ζ0(y) + z

[
Re−1(2a2 + 6a3y)

+
a0 + a2(1 + 2/Re)

cosh(
√
Re)

cosh(
√
Re y) +

a1 + a3(1 + 6/Re)

sinh(
√
Re)

sinh(
√
Re y)

]
(A.8)

と求まる.

変数の最低次において z = 0, 1での境界条件を満足させるためには, 上で求め
た内部領域における O(1) の解に, (3.1.15), (3.1.23) の修正項を加える必要がある.

よって, 東西速度は,

u(y, z) = u0(y) +
τx(y)√

2
e−(1−z)/E

1/2
V cos

(1− z√
EV

+
π

4

)
− u0(y) exp

−z/E
1/2
V cos

( z√
EV

) (A.9)

となる. 一方, 南北速度は,

v(y, z) =− τx(y)√
2

e−(1−z)/E
1/2
V sin

(1− z

E
1/2
V

+
π

4

)
− u0(y)e

−z/E
1/2
V sin

(
z/E

1/2
V

)
+ εv1(y)

(A.10)
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となる*1. 最後に鉛直速度は,

w(y, z) =

{
E

1/2
V

2
ζ0

[
1−

√
(2)e−z/E

1/2
V sin

( z

E
1/2
V

+
π

4

)]
+ ε

[
Re−1(2a2 + 6a3y)

+
a0 + a2(1 + 2/Re)

cosh(
√
Re)

cosh(
√
Re y) +

a1 + a3(1 + 6/Re)

sinh(
√
Re)

sinh(
√
Re y)

]
z

}
×
{
1− e−(1−z)/E

1/2
V cos

(1− z√
EV

)}
(A.11)

と書ける.

*1u0 と同じように O(ε) の項を打ち切るならば, 右辺の三項目を書くべきではないが, 内部領域
では (v0 = 0のために)主要な項となるため残しておく.

(河合 佑太)
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付録 B: 赤道近傍における上側・下側エクマン層内の解の導出

上側エクマン層内の解 Pe1の導出

∂2Pe1

∂z̃2
+
∂2Pe1

∂y2
− iyPe1 = 0 (4.1.17)

の解を導出する. ただし, 求める解は次の境界条件,

∂Pe1

∂z̃
→ −1 as z̃ → −0,

Pe1 → 0 as z̃ → −∞,

Pe1 ∼
−1± i

2
√

|y|
exp

[
z̃(1 + i)

√
|y|/2

]
as |y| → ∞. (4.1.18)

を満たすものとする.

今, 境界条件 (4.1.18)の 2 つ目を満たすような解として,

Pe1 =

∫
C

F (y, k)ekz̃ dk (B.1)

を考える. ただし, Cは複素 k平面上の経路であり, 後ほど決定する. また,

Re(k) ≥ 0 on C (B.2)

でなければならない.

次に, 核 F が満たす方程式を求める. (B.1)を (4.1.17)に代入すれば,

∂2F

∂y2
+ (k2 − iy)F = B(k, y) (B.3)

を得る. ここで, ∫
C

B(k, y) dk = 0. (B.4)

さらに,

F (y, k) =

∫
D

F̃ (l, k)e−ily dl (B.5)

なる形式の F (y, k)を求める. ここで, Dは複素 l面上の経路であり後ほど決定さ
れる. (??)を (B.3)に代入し, 部分積分を実行すれば,∫

D

[
(−l2 + k2)F̃ +−∂F̃

∂l

]
e−ily dl = −

[
F̃ e−ily

]
D
+B(k, y) (B.6)

(河合 佑太)
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を得る. 今, 右辺がゼロとなるように, 経路Dを取ることにすれば,

∂F̃

∂l
= (k2 − l2)F̃ (B.7)

を得る. ただし, [
F̃ e−ily

]
D
= B(k, y) (B.8)

でなければならない.

(B.7)を解けば,

F̃ = C(k) exp
[
− l3

3
+ k2l

]
. (B.9)

ここで, C(k)は kの任意関数である. これを, B.8に代入すれば,

C(k)

[
exp

(
− l3

3
+ k2l − ily

)]
D

= B(k, y) (B.10)

を得る. さらに, [
exp

(
− l3

3
+ k2l − ily

)]
D

= 1 (B.11)

を満たすように, 経路Dを選ぶことによって, 任意関数C(k)は,

C(k) = B (B.12)

と決まる. したがって, Bは yには依存しない. なお, (B.11)を満たすDは正の実
軸である. 以上より,

Pe1 = −
∫
C

∫ ∞

l=0

B(k) exp
(
− l3

3
+ k2l − ily + kz̃

)
dldk (B.13)

を得る.

次に, 境界条件 (4.1.18)の 3 つ目を考慮することを考える. (B.13)に対して, z̃の
一階微分をとり, さらに部分積分を実行すれば,

∂Pe1

∂z̃
= −

∫
C

∫ ∞

l=0

kB(k) exp
(
− l3

3
+ k2l − ily + kz̃

)
dldk

=

∫
C

{[
kB(k)ekz̃

iy − k2 + l2
exp

(
− l3

3
+ k2l − ily

)]∞
l=0

}
dk +O(y−2)

(B.14)

を得る. 今, |y| → ∞かつC上でRe(k2) < 0の場合を考えるとき, (B.14)は,

−
∫
C

kB(k)ekz̃

iy − k2
dk (B.15)

と漸近的に等しくなる. (B.15)をさらに変形すれば,

−
∫
C

kB(k)ekz̃

iy − k2
dk =

∫
C

[
1√
iy + k

− 1√
iy − k

]
B(k)ekz̃

2
dk (B.16)

である. したがって, 今, 経路CはRe(k2) < 0かつRe(k) ≥ 0

(河合 佑太)
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