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3重周期境界領域での
3次元非圧縮流体の強制問題の定式化

竹広真一, SPMODEL開発グループ

平成 28年 7月 29日

1 はじめに

直線直交座標 (x, y, z)で張られた 0 ≤ x ≤ 2π, 0 ≤ y ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 2π の立方体の
領域に詰めこまれている密度一定の非圧縮流体の運動を考える. 境界は x, y, zそれ
ぞれの方向に対して周期的である.

2 支配方程式

支配方程式は,非圧縮流体の拡張されたナビエストークス方程式である.

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ (−1)p+1ν2p∇2pu, ∇·u = 0. (1)

ここで uは速度, pは圧力, ρは密度 (一定), ν2p は高階粘性の係数であり p = 1で
通常の粘性およびナビエストークス方程式となる.

この方程式の回転をとると,渦度方程式が得られる.

∂ω

∂t
= ∇×(u× ω) + (−1)p+1ν2p∇2pω. (2)

∇·ω = 0であるからこの方程式の 2成分が独立な式である. 渦度方程式の適当な 2
成分の時間発展を計算し,残りの渦度成分は渦度非発散条件から求められる. 渦度
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全ての成分が求まれば,渦度を再度回転をとった式

∇×ω = −∇2u. (3)

から速度場が求められる.

3 数値計算 : フーリエ展開と時間積分

3.1 フーリエ展開

スペクトル法による数値計算を行うために, 各物理量をフーリエ変換する. すな
わち,

ωi(x, y, z, t) =
N∑

n=−N

M∑
m=−M

L∑
m=−L

ω̃i(l,m, n, t)ei(lx+my+nz), (4)

ω̃i(l,m, n, t) =
1

(2π)3

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∫ 2π

0
ωi(x, y, z, t)e

−i(lx+my+nz)dxdydz. (5)

ここで, ωi は渦度の i成分であり, 実数である. したがってそのフーリエ展開係数
ω̃i は

ω̃i(−l,−m,−n) = ω̃∗
i (l,m, n) (6)

の関係を満たしている. ただし ∗ は複素共役を表す.

逆変換の関係 ωiを (2)に代入し, e−i(lx+my+nz)をかけて全領域で積分することによ
り,直交関係から以下の式が得られる.

d

dt
ω̃i(l,m, n, t) = ˜[∇×(u× ω)]i(l,m, n, t) + ν∗(l,m, n, p)ω̃i(l,m, n, t). (7)

ここで,波数毎の超粘性係数 ν∗(n, p)を

ν∗(l,m, n, p) ≡ (−1)pν2p(l
2 +m2 + n2)p (8)

と定義した (ν∗(n, p)は 0以上であることに注意).
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3.2 時間積分

3.2.1 演算子分割処理法と 4次精度 Runge-Kuttaスキーム

変数変換することによって粘性項を解析的に評価し,その他の項を高次の数値積分
スキームを適用する演算子分割法をとる場合を以下に示す. 渦度のスペクトル成分
について

ω̃i(l,m, n, t) = ω̂i(l,m, n, t)e−ν∗(l,m,n,p)t (9)

と変数変換すれば,
dω̃i

dt
=

dω̂i

dt
e−ν∗t − ν∗ω̂ie

−ν∗t,

であるから, (7)は

dω̂i

dt
e−ν∗t = ˜[∇×(u× ω)]i,

dω̂i

dt
= eν

∗t ˜[∇×(u× ω)]i. (10)

この左辺の時間積分を Runge-Kuttaスキームで計算する. すなわち,

ω̃i(t+∆t) = ω̂(t+∆t)e−ν∗∆t,

ω̂i(t+∆t) = ω̂i +∆t×
(
k1
6

+
k2
3

+
k3
3

+
k4
6

)
,

k1 = f [u(t),ω(t), 0](l,m, n),

k2 = f [u(t1),ω(t1),∆t/2](l,m, n)

k3 = f [u(t2),ω(t2),∆t/2](l,m, n)

k4 = f [u(t3),ω(t3),∆t](l, n, n)

f [u,ω, t](l,m, n) = eν
∗(l,m,n,p)t ˜[∇×(u× ω)]i(l,m, n, t),

ω̃i(t1) = e−ν∗∆t/2[ω̃i(t) + k1∆t/2],

ω̃i(t2) = e−ν∗∆t/2[ω̃i(t) + k2∆t/2],

ω̃i(t3) = e−ν∗∆t[ω̃i(t) + k3∆t].

この定式化において ω̃i(t) = ω̂(t)であることを用いていることに注意されたい.
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4 実験設定

4.1 強制設定

小スケールにおける強制は,スペクトル空間 (l,m, n)上における球殻領域 Kmin ≤√
l2 +m2 + n2 ≤ Kmax 内に存在するスペクトル成分からなる運動エネルギーを 1
に固定する. ここで Kmin, Kmax は強制を入力する最小点最大全波数である.

4.2 初期条件

初期条件は静止状態である.

4.3 パラメター

未定.
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