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論文要旨
準地衡 2 層モデルにおける地衡流乱流の波数空間におけるエネルギーやエ

ンストロフィーの変換過程について考察を行なった. Tung and Orland (2003)

は,準地衡 2層モデルを用いてNastrom and Gage (1985)の航空機観測のデー
タに基づく大気のエネルギースペクトル (高波数領域における k−5/3 に比例す
るスペクトル)を再現した. そして,そのエネルギースペクトルの形成メカニズ
ムを提唱している. 特に,準地衡 2層モデルにおける慣性領域において,エネル
ギーフラックス ΠE(k)とエンストロフィーフラックス ΠQ(k)の間に

k2ΠE(k)− ΠQ(k) > 0 (1)

となる波数帯域が存在し,そこで k−5/3 のスペクトルが形成されることが示さ
れている. 準地衡 2層モデルにおける (1)については数学的に証明することは
できず,数値計算によって確かめる必要がある. そこで本研究では,準地衡 2層
モデルを用いて Nastrom and Gage (1985)のエネルギースペクトルの結果を
再現することが出来るかを確かめ,波数空間におけるエネルギーやエンストロ
フィーの流れについて解析を行ない, (1)が成立するか否かを確かめた.

まず,上層と下層で粘性係数が同じ場合について数値計算を行なった. このと
き, Nastrom and Gage (1985)の結果は再現されず, (1)も成立しなかった. 次
に, Gkioulekas (2014)で (1)の成立の可能性が示唆された,上層と下層で異な
る粘性係数を用いた場合について数値計算を行なった. すると, 下層の粘性係
数が非常に弱い場合に (1)も成立しなかったが, Nastrom and Gage (1985)の
結果に似たエネルギースペクトル再現された. このことは, Tung and Orland

(2003)で示された結果は粘性が非常に弱い場合の数値計算の結果であり,そこ
で提唱された大気のスペクトルの形成メカニズムは普遍的ではないことを示唆
している.
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第 1 章 はじめに

1.1 研究の背景
1.1.1 大気のスペクトルの形成

図 1.1 FGGE データセットのスペクトル解析の結果. 横軸は波数, 縦軸はエネルギー
スペクトルを示す. 一点鎖線は定常成分を示し,低波数側で卓越している. 点線は非定常
成分を示し,高波数側で卓越している. 実線はそれらの合計のスペクトルを示している.
[Boar and Shepherd (1983) Fig.1(a)]

地球における大気や海洋の大規模運動は,しばしば 2次元流体的な性質を持つことが知
られている. その理由として, 幾何学的に薄いこと, 回転系であること, 密度成層をしてい
ることなどが挙げられる. 実際に, いくつかの観測事実から, 地球大気の大規模運動の 2

次元流体的な性質が確認されている. その一例として, Boar and Shepherd (1983) (以下,

BS83と略記する)によって行われた FGGEデータセットの解析結果を図 1.1に示す. これ
によると,東西波数 k が 14から 25の間では,スペクトルの傾きが波数 k の −3乗になっ
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図 1.2 2次元一様等方性乱流におけるエネルギースペクトルの概形とエネルギーやエ
ンストロフィーの流れの概念図. エネルギーやエンストロフィーをある狭い帯域に注入
したとき, それよりも低波数側にはエネルギーがカスケードし, エネルギー慣性領域が
形成され,スペクトルの傾きは k−5/3 となる. 一方,高波数側には,エンストロフィーが
カスケードし,エンストロフィー慣性領域が形成され,スペクトルの傾きは k−3 となる
[14]

.

ていることがわかる. 線型の傾圧不安定論によると, 変形半径近傍の波数を持つ擾乱が最
速成長擾乱であるため, 変形半径あたりで平均流からエネルギーが注入される. 系の強制
は波数が 8 から 10 の帯域でなされると考えられるため, k−3 のスペクトルが形成されて
いるのは,強制されている帯域よりも高波数側である. 一方, 2次元一様等方性乱流の強制
波数よりも高波数領域に形成されるエンストロフィー慣性領域では,エネルギースペクト
ルの傾きは k−3 となることが知られている [8](概念図を図 1.2に示す). そこで,大気にお
ける k−3 のスペクトルは 2次元一様等方性乱流におけるエンストロフィー慣性領域のス
ペクトルと類似のものであると考えられている.

一方, 2 次元一様等方性乱流の理論では説明できない大気の観測結果もある. 図 1.3 は
Nastrom and Gage (1985) によって示された, GASP の航空機観測による圏界面付近の
データのスペクトル解析の結果である. 総観規模スケール (103 ∼ 104km) においては,

BS83と同様に k−3 のスペクトルになっていることが分かる. しかし,総観規模よりも小さ
なスケールでは, k−5/3 のスペクトルを示している. 地球大気の変形半径はおよそ 104km

のスケールであるため, k−5/3 のスペクトルが形成されているのは,エネルギー注入波数よ
りも高波数側である. 2次元一様等方性乱流の理論では,エネルギー注入波数よりも低波数
側でエネルギー慣性領域のスペクトルが k−5/3 となることが知られているため,このスペ
クトルの形成のメカニズムは, 2次元一様等方性乱流の理論では説明することができない.

k−3 と高波数側の k−5/3 のスペクトルはその後の大気大循環モデルや客観解析データ
を用いた研究においても頻繁に得られている [6][12][1]. そこで,これは大気の大規模運動
の普遍的な特徴であるとされ,しばしば Nastrom-Gageスペクトル (以下, N-Gスペクト
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1.1 研究の背景

図 1.3 GASPの航空機観測による圏界面付近のデータのスペクトル解析の結果. 横軸
は波数,縦軸はエネルギースペクトルを示す. 左から,東西風,南北風,温位のスペクトル
を示し,南北風と温位のスペクトルは便宜的にそれぞれ 1桁ずつ高波数側にずらしてか
かれている. 直線は, k−3 と k−5/3 の傾きを示している. 色が塗られた帯域は,地球大気
におけるエネルギー注入波数帯域を示す.[Nastrom and Gage (1985) Fig.3を一部加工]

ルと略記する)と呼ばれる. N-Gスペクトルが形成されるメカニズムは, 2次元一様等方性
乱流の理論とは別の観点から説明する必要がある, と考えられてきた. この説明に対する
アプローチは一般に 3つに分類できる [3] :

1. 対流によって生成されたエネルギーの大きなスケールへの逆カスケードによって形
成 (Lilly 1983).

2. 発散流によって形成 (例えば, Koshyk and Hamilton 2001).

3. 大きなスケールからのエネルギーの直接的なカスケード (Tung and Orland 2003).

1. のタイプの説明は現在では否定されている. 2. のタイプの説明は現在もっともらしい説
明とされている. 3. のタイプの説明については, 普遍的か否かは今のところ決着していな
い. 本研究ではこの 3. のタイプの説明について詳しく研究する.

1.1.2 2 層モデルによる再現
3. のタイプの説明は Tung and Orland (2003)(以下, TO03と略記する)によって提唱さ
れた. 彼らは,標準的な準地衡 2層モデル (βチャネルの準地衡 2層モデル)を用いて N-G

スペクトルを再現し,準地衡 2層モデルにおけるエネルギーとエンストロフィーの流れに
ついて以下のように主張している:

主張 (1) 準地衡 2層モデルでは,エンストロフィー慣性領域において「隠れたエネルギーカ

3
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図 1.4 Tung and Orland (2003) で主張される地衡流乱流のエネルギースペクトルの
形成メカニズムの概念図. [Tung and Orland (2003) [13] Fig.2(c)]

スケード (hidden energy cascade)」がある (図 1.4).

主張 (2) 強制波数よりも高波数側の領域において, エネルギーカスケードがエンストロ
フィーカスケードより卓越する波数帯域が出現する (図 1.5). その帯域において,以
下の不等式が成立する:

k2ΠE(k)− ΠQ(k) > 0. (1.1)

ここで, ΠE(k) はエネルギーフラックス, ΠQ(k) はエンストロフィーフラックスを
表す. (1.1)を満たす領域において,エネルギー慣性領域スペクトル k−5/3 が形成さ
れる.

過去の研究で, 2 次元 Navier-Stokes 方程式系において, エネルギーを注入している帯域
以外の全ての波数で k2ΠE(k)− ΠQ(k) < 0となることが示されている (Gkioulekas and

Tung (2007)[4]). 準地衡 2層モデルにおいては, Gkioulekas (2014)[5]において, (1.1)が
成立する波数帯が存在する可能性があることが理論的に示唆されているのみで,普遍的に
(1.1)が成立することは証明されていない.

また, TO03では準地衡 2層モデルでの数値実験の結果が示されているが,データ解析が
不十分であり,上記の主張が本当に正しいのか疑問が残る点がいくつかある.

1.2 研究の目的

以上の背景を踏まえ本研究では, TO03で提唱された準地衡 2層モデルにおけるN-Gス
ペクトルの形成メカニズムが普遍的であるか否かについて議論する. そのために,準地衡 2

層モデルを用いた数値シミュレーションを行い, N-Gスペクトルが形成されるかどうかを
確かめた. また, TO03では詳細に示されていなかった波数空間内におけるエネルギーやエ
ンストロフィーの流れに関する解析と考察を行い, (1.1)が成立するか否かを確認した.

本論文の構成は以下の通りである: 第 2 章で数値計算に用いたモデルについて述べる.

支配方程式の導出については,付録 Aを参照されたい. 第 3章では波数空間における支配

4



1.2 研究の目的

図 1.5 上はエネルギーフラックス ΠE(k)の波数分布を示し,下はエネルギーフラック
スに波数の 2 乗をかけたもの k2ΠE(k) とエンストロフィーフラックス ΠQ(k) の大き
さの比較を示す. 下の図から, エネルギーフラックスがエンストロフィーフラックスよ
りも卓越する領域が現れることがわかり,その波数よりも高波数側においてエネルギー
スペクトルの傾きが k−5/3 になると彼らは主張している. [Tung and Orland (2003)
[13] Fig.7を一部加工]

方程式の重要な性質,特に保存則について確認する. こちらも,証明については付録 Bを参
照されたい. 第 4章では, (1.1)の成立可否について数学的な証明を試みる. 第 5章では,本
研究で行った数値実験と解析の結果を示す. 第 6章では (1.1)の成立についての別の観点
からの議論を行い,結論を述べる.

5
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第 2 章 数値計算の概要

本章では本研究で行なった数値計算の概要について述べる. 支配方程式の導出につい
ては, 付録 A を参照されたい. また, ケースごとの計算設定の違いについては第 5 章で述
べる.

2.1 モデルの概要と支配方程式

数値計算に用いたモデルは, Larichev and Held (1995)に基づく準地衡 2層モデルであ
る. f 平面上のブシネスク流体で, 鉛直方向に静水圧平衡を仮定する. 流れの領域は, 水平
方向は [0, 0]× [2π, 2π] の短形で境界は周期的であるとし, 上下には平らな固体壁を仮定
する. 鉛直シアーを持つ水平面内において一様な x 方向の流れによって系を強制し, 超粘
性とエクマンダンピングによってエネルギーやエンストロフィーを散逸する. 粘性につい
ては,上層と下層で異なる値を用いる. 支配方程式は,以上の仮定を課した 2層の準地衡渦
位方程式

∂Q1

∂t
+ J(Ψ1, Q1) = −ν∇8Q1, (2.1a)

∂Q2

∂t
+ J(Ψ2, Q2) = −(ν + ∆ν)∇8Q2 − κ∇2Ψ2 (2.1b)

である. ここで,下付き文字の 1と 2はそれぞれ上層と下層の物理量であることを示し, J

は水平ヤコビアンで, ∇2 は水平ラプラシアンである. また, ν は粘性係数, ∆ν は上層と下
層の粘性係数の値の差†1, κ はエクマン係数を表す. Ψ∗ は流線函数で，渦位 Q∗ と水平方
向速度 u∗, v∗ の定義は以下の通りである:

Q1 = ∇2Ψ1 + k2
d

Ψ2 − Ψ1

2
, (2.2)

Q2 = ∇2Ψ2 + k2
d

Ψ1 − Ψ2

2
, (2.3)

(u∗, v∗) =
(
−∂Ψ∗

∂y
,

∂Ψ∗
∂x

)
. (2.4)

ここで, 層の厚さは上層と下層で等しいとし, k−1
d は内部変形半径である. いま, 擾乱のエ

ネルギー源として南北方向に鉛直シアーを仮定している. 平均流の大きさを U (定数) と
し,流線函数を平均流の成分と平均流からのズレ (擾乱)の成分に分解する:

Ψ1 = −Uy + ψ1(x, y, t),

Ψ2 = Uy + ψ2(x, y, t).
(2.5)

†1 Larichev and Held (1995)では, ∆ν = 0であるが,ここではより一般的な ∆ν ̸= 0の場合を考える
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ここで, ψ1 と ψ2 はそれぞれ 0 ≤ x, y ≤ 2π の範囲で周期的であるとする. さらに, 順
圧 (barotripic)モードと傾圧 (baroclinic)モードの流線函数をそれぞれ以下のように定義
する:

ψ =
ψ1 + ψ2

2
, τ =

ψ1 − ψ2

2
. (2.6)

これらを用いて,支配方程式 (2.1a)と (2.1b)を変形すると以下のようになる:� �
∂∇2ψ

∂t
+ J(ψ,∇2ψ) + J(τ,∇2τ) + U

∂∇2τ

∂x

= −κ∇2 ψ − τ

2
− ν∇8(∇2ψ)− 1

2
∆ν∇8{∇2ψ − (∇2 − k2

d)τ},
(2.7a)

∂(∇2τ − k2
dτ)

∂t
+ J(ψ,∇2τ − k2

dτ) + J(τ,∇2ψ) + U
∂∇2ψ

∂x
+ k2

dU
∂ψ

∂x

= −κ∇2 τ − ψ

2
− ν∇8(∇2τ − k2

dτ)− 1
2

∆ν∇8{(∇2 − k2
d)τ −∇2ψ}.

(2.7b)

� �
2.2 TO03 のモデルとの違い

TO03 で使われたモデルは, β 面上の準地衡 2 層水路モデルで, 切断波数の近くで
subgridスケールの現象による粘性散逸機構を入れたモデルである. 水路モデルで β効果
と subgridスケールの散逸機構を含む点において, 本研究で用いたモデルと異なる. しか
し, TO03 で述べられている高波数側での k−5/3 のスペクトルの形成は, 「隠れたエネル
ギーカスケード」による慣性領域スペクトルとして説明されている. そこで,領域の幾何学
や散逸機構には依存しないだろうと考えられる. また, β 効果は低波数側で効果的に働く
ので,いま問題にしている高波数領域では効かないであろうと推測できる. よって,彼らの
提唱するメカニズムの普遍性を前節で述べたモデルで研究することは妥当であると考えら
れる.

2.3 数値計算の設定

空間差分はスペクトル法, 時間差分は 4 次のルンゲクッタ法を用いた. 初期値は, 順圧
モードと傾圧モードのエネルギースペクトルを全波数で一定値とした : Eψ(k, t = 0) =

Eτ(k, t = 0) = 6.0 × 10−8. 低解像度の計算で統計的定常状態に達したと思われる時刻で
計算を止め,その最後の時刻の順圧モードと傾圧モードの渦度を初期値としてより高解像
度の計算を行う方法を採った (このような方法は,しばしば「スピンアップ」と呼ばれる).

まず,解像度 2562 の計算から始め,スピンアップを行なって 5122, 10242 の計算を行った.

kd よりも高波数側のメカニズムを詳しく解析するために, Larichev and Held (1995) で
は kd = 50に対して,本研究では kd = 10とした. 平均流の強さ U,エクマンダンピングの
係数 κ は Larichev and Held (1995)の値を参考に, U = 2.5 × 10−2, κ = 4.0 × 10−2 と

8



2.3 数値計算の設定

した†2. 粘性係数 νの値は解像度によって

• 2562 のとき : ν = 1.350 × 10−14

• 5122 のとき : ν = 5.280 × 10−17

• 10242 のとき : ν = 2.017 × 10−19

とした. 粘性係数をこのように変えているのは, 切断波数における粘性のタイムスケール
を同じに設定し,高解像度の計算ではよりレイノルズ数の高い状態を実現するためである.

†2 系へのエネルギー注入は U k2
d に比例するので, U k2

d が Larichev and Held (1995)と同じになるように
設定している. また,エネルギーの散逸は主にエクマンダンピングによって起こるので, κ の値は Larichev
and Held (1995)と同じ値に設定している.

9
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第 3 章 波数空間における系の性質

本章では,準地衡 2層モデルにおいて成立するエネルギーやエンストロフィーの保存則
を整理する. 証明については付録 Bを参照のこと.

まず,順圧モードと傾圧モードにおける支配方程式 (2.7a)と (2.7b)の波数空間内での表
式は,

∂

∂t
|k|2ψ̂(k, t)

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){ψ̂∗(l, t)ψ̂∗(m, t) + τ̂∗(l, t)τ̂∗(m, t)}δk+l+m,0

− ikxU|k|2τ̂(k, t)− κ

2
|k|2{ψ̂(k, t)− τ̂(k, t)}

− ν|k|10ψ̂(k, t)− 1
2

∆ν|k|8{|k|2ψ̂(k, t)− (|k|2 + k2
d)τ̂(k, t)}

(3.1a)

(|k|2 + k2
d)

∂

∂t
τ̂(k, t)

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z{|m|2ψ̂∗(l, t)τ̂∗(m, t)− |l|2ψ̂∗(m, t)τ̂∗(l, t)}δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z{|m|2ψ̂∗(l, t)τ̂∗(m, t)− |l|2ψ̂∗(m, t)τ̂∗(l, t)}δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

d{ψ̂∗(l, t)τ̂∗(m, t)− ψ̂∗(m, t)τ̂∗(l, t)}δk+l+m,0

− ikxU|k|2ψ̂(k, t) + ikxUk2
dψ̂(k, t)− κ

2
|k|2{τ̂(k, t)− ψ̂(k, t)}

− ν|k|8(|k|2 + k2
d)τ̂(k, t)

− 1
2

∆ν|k|8{(|k|2 + k2
d)τ̂(k, t)− |k|2ψ̂(k, t)}

(3.1b)

である. ただし,

ψ = ∑
k

ψ̂(k, t)eik·r

τ = ∑
k

τ̂(k, t)eik·r

である. 以下, ψ̂(k, t) ≡ ψ̂k, τ̂(k, t) ≡ τ̂k と表記する.
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3.1 波数空間内におけるエネルギー保存則

(3.1a)と (3.1b)から波数空間内でのエネルギー方程式を導くと,

|k|2 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0}

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0}

− kxU|k|2Im{ψ̂kτ̂∗
k}

− 1
2

κ|k|2Re[ψ̂∗
k{ψ̂k − τ̂k}]− ν|k|10|ψ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|8{|k|2|ψ̂k|
2 − (|k|2 + k2

d)Re[ψ̂∗
kτ̂k]}

(3.2a)

(|k|2 + k2
d)

∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

dRe[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ kxU|k|2Im[ψ̂kτ̂∗
k]− kxUk2

dIm[ψ̂kτ̂∗
k]

− κ

2
|k|2Re[{τ̂k − ψ̂k}τ̂∗

k]− ν|k|8(|k|2 + k2
d)|τ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|8{(|k|2 + k2
d)|τ̂k|

2 − |k|2Re[τ̂∗
kψ̂k]}

(3.2b)

12



3.1 波数空間内におけるエネルギー保存則

となる. ここで, k = kxi + ky jである. 平均流や摩擦,粘性がないとき,

|k|2 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2)Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2)Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0

(3.3a)

(|k|2 + k2
d)

∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

dRe[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

(3.3b)

の両式を足して kについて和を取ると保存する. これらを

∂

∂t
Eψ(k) = ∑

l,m
{Tψ

I (k, l, m) + Tψ
II (k, l, m)} (3.4a)

∂

∂t
Eτ(k) = ∑

l,m
{Tτ

I (k, l, m) + Tτ
II(k, l, m) + Tτ

III(k, l, m)} (3.4b)

と書くことにする. ここで,

Tψ
I (k, l, m) =

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0},

Tψ
II (k, l, m) =

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0},

Tτ
I (k, l, m) =

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0,

Tτ
II(k, l, m) =

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0,

Tτ
III(k, l, m) =

1
2
(l × m)zk2

dRe[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

である. このとき,以下のエネルギー詳細保存則が成立する:� �
Tψ

I (k, l, m) + Tψ
I (l, m, k) + Tψ

I (m, k, l) = 0, (3.5a)

Tτ
I (k, l, m) + Tτ

I (l, m, k) + Tτ
I (m, k, l) = 0, (3.5b)

Tτ
III(k, l, m) + Tτ

III(l, m, k) + Tτ
III(m, k, l) = 0, (3.5c)

Tψ
II (k, l, m) + Tψ

II (l, m, k) + Tψ
II (m, k, l)

+ Tτ
II(k, l, m) + Tτ

II(l, m, k) + Tτ
II(m, k, l) = 0.

(3.5d)

� �
13
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3.2 波数空間におけるエンストロフィー保存則

同様に, (3.1a)と (3.1b)から波数空間内でのエンストロフィー方程式を導くと,

|k|4 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0}

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0}

− kxU|k|4Im{ψ̂kτ̂∗
k}

− 1
2

κ|k|4Re[ψ̂∗
k{ψ̂k − τ̂k}]− ν|k|12|ψ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|10{|k|2|ψ̂k|
2 − (|k|2 + k2

d)Re[ψ̂∗
kτ̂k]},

(3.6a)

(|k|2 + k2
d)

2 ∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

d(|k|
2 + k2

d)Re[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ kxU|k|2(|k|2 + k2
d)Im[ψ̂kτ̂∗

k]− kxUk2
d(|k|

2 + k2
d)Im[ψ̂kτ̂∗

k]

− κ

2
|k|2(|k|2 + k2

d)Re[{τ̂k − ψ̂k}τ̂∗
k]− ν|k|8(|k|2 + k2

d)
2|τ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|8(|k|2 + k2
d){(|k|

2 + k2
d)|τ̂k|

2 − |k|2Re[τ̂∗
kψ̂k]}

(3.6b)

14
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となる. 平均流や摩擦,粘性が無い場合,

|k|4 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0,

(3.7a)

(|k|2 + k2
d)

2 ∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

d(|k|
2 + k2

d)Re[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0,

(3.7b)

の両式を足して kについて足すと保存する. これらを

∂

∂t
Qψ(k) = ∑

l,m
{Cψ

I (k, l, m) + Cψ
II(k, l, m)}, (3.8a)

∂

∂t
Qτ(k) = ∑

l,m
{Cτ

I (k, l, m) + Cτ
II(k, l, m) + Cτ

III(k, l, m)} (3.8b)

と書く. ここで,

Cψ
I (k, l, m) =

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0},

Cψ
II(k, l, m) =

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0},

Cτ
I (k, l, m)

=
1
2
(l × m)z(|k|2 − k2

d)Re[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0,

Cτ
II(k, l, m)

=
1
2
(l × m)z(|k|2 − k2

d)Re[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0,

Cτ
III(k, l, m)

=
1
2
(l × m)zk2

d(|k|
2 − k2

d)Re[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

である. このとき,次のエンストロフィー詳細保存則が成立する:

15
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� �
Cψ

I (k, l, m) + Cψ
I (l, m, k) + Cψ

I (m, k, l) = 0, (3.9a)

Cψ
II(k, l, m) + Cψ

II(l, m, k) + Cψ
II(m, k, l)

+ Cτ
I (k, l, m) + Cτ

I (l, m, k) + Cτ
I (m, k, l) = 0,

(3.9b)

Cτ
II(k, l, m) + Cτ

II(l, m, k) + Cτ
II(m, k, l)

+ Cτ
III(k, l, m) + Cτ

III(l, m, k) + Cτ
III(m, k, l) = 0.

(3.9c)

� �
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第 4 章 理論的考察

本章では, 波数空間における方程式を計算することによって (1.1) が成立するか否かを
議論する. (1.1)の左辺の符号は数学的に確定できないことを明らかにし,後の章の数値計
算の必要性を述べる.

4.1 スペクトルの発展方程式

エネルギースペクトルの発展方程式は

∂

∂t
E(k) = − ∂

∂k
ΠE(k) + FE (k) + DE

Ek(k) + DE
vis(k) (4.1)

である. ここで, E(k)はエネルギースペクトル, ΠE(k)はエネルギーフラックス, FE (k)は
エネルギーの強制を表す項, DE

Ek(k) はエクマンダンピングによるエネルギーの散逸を表
す項, DE

vis(k)は粘性によるエネルギーの散逸を表す項である. 右辺の各項の定義はそれぞ
れ以下のとおりである:

ΠE(k) ≡
∫ ∞

k
T(k′)dk′ (ただし, TE(k)はエネルギー伝達函数),

FE (k) ≡ − ∑
k≤k<k+∆k

{
kxUk2

dIm[ψ̂kτ̂∗
k]
}

,

DE
Ek(k) ≡ − ∑

k≤k<k+∆k

{
1
2

κ|k|2Re[ψ̂∗
k{ψ̂k − τ̂k}] +

κ

2
|k|2Re[{τ̂k − ψ̂k}τ̂∗

k]
}

,

DE
vis(k) ≡ − ∑

k≤k<k+∆k

{
ν|k|10|ψ̂k|

2 + ν|k|8(|k|2 + k2
d)|τ̂k|

2

+
1
2

∆ν|k|8{|k|2|ψ̂k|
2 − (|k|2 + k2

d)Re[ψ̂∗
kτ̂k]}

+
1
2

∆ν|k|8{(|k|2 + k2
d)|τ̂k|

2 − |k|2Re[τ̂∗
kψ̂k]}

}
.

同様に,エンストロフィースペクトルの発展方程式は

∂

∂t
Q(k) = − ∂

∂k
ΠQ(k) + FQ(k) + DQ

Ek(k) + DQ
vis(k) (4.2)

である. ここで, Q(k)はエンストロフィースペクトル, ΠQ(k)はエンストロフィーフラッ
クス, FQ(k)はエンストロフィーの強制を表す項, DQ

Ek(k)はエクマンダンピングによるエ
ンストロフィーの散逸を表す項, DQ

vis(k) は粘性によるエンストロフィーの散逸を表す項
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である. 右辺の項の定義はそれぞれ以下のとおりである:

ΠQ(k) ≡
∫ ∞

k
C(k′)dk′ (ただし, CE(k)はエンストロフィー伝達函数),

FQ(k) ≡ − ∑
k≤k<k+∆k

{
−kxU|k|2 k2

d)Im[ψ̂kτ̂∗
k] + kxUk2

d(|k|
2 + k2

d)Im[ψ̂kτ̂∗
k]
}

,

DQ
Ek(k) ≡ − ∑

k≤k<k+∆k

{
1
2

κ|k|4Re[ψ̂∗
k{ψ̂k − τ̂k}] +

κ

2
|k|2(|k|2 + k2

d)Re[{τ̂k − ψ̂k}τ̂∗
k]
}

,

DQ
vis(k) ≡ − ∑

k≤k<k+∆k

{
ν|k|12|ψ̂k|

2 + ν|k|8(|k|2 + k2
d)

2|τ̂k|
2

− 1
2

∆ν|k|10{|k|2|ψ̂k|
2 − (|k|2 + k2

d)Re[ψ̂∗
kτ̂k]}

− 1
2

∆ν|k|8(|k|2 + k2
d){(|k|

2 + k2
d)|τ̂k|

2 − |k|2Re[τ̂∗
kψ̂k]}

}
.

4.2 (1.1) の成立可能性

以下, Tung and Orland (2003) でも取り上げられた, エンストロフィー慣性領域にお
ける

k2ΠE(k)− ΠQ(k) (4.3)

の符号について議論する. 定常性乱流を考える. このとき, ∂ΠE(k)/∂t = 0, ∂ΠE(k)/∂t =

0である. よって, (4.1), (4.2)より

ΠE(k) = −
∫ ∞

k
∑

q≤q<q+∆q

{
FE (q) + DE

Ek(q) + DE
vis(q)

}
dq, (4.4)

ΠQ(k) = −
∫ ∞

k
∑

q≤q<q+∆q

{
FQ(q) + DQ

Ek(q) + DQ
vis(q)

}
dq (4.5)
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となる. これを (4.3)に代入すると,

k2ΠE(k)− ΠQ(k)

=−
∫ ∞

k
∑

q≤q≤q+∆q

{
k2

dqxU Im{ψ̂qτ̂∗
q}︸ ︷︷ ︸

(∗)

(k2
d − k2)

− 1
2

κq2(k2 − q2)|ψ̂q − τ̂q|2

+
1
2

κq2k2
d(|τ̂q|2 − Re{ψ̂qτ̂∗

q}︸ ︷︷ ︸
(∗∗)

)

− (k2 − q2)

(
νq10|ψ̂q|2 +

1
2

∆νq8{q2|ψ̂q|2 − (q2 + k2
d)Re[ψ̂∗

qτ̂q]︸ ︷︷ ︸
(∗∗)

}
)

− (k2 − q2 − k2
d)

(
νq8(q2 + k2

d)|τ̂q|2

+
1
2

∆νq8{(q2 − k2
d)|τ̂q|2 − q2 Re[ψ̂∗

qτ̂q]︸ ︷︷ ︸
(∗∗)

}
)}

dq

(4.6)

となる. ここでは, kd よりも高波数側における (4.3) の符号について議論しているので,

k > kd である. つまり, −k2 + k2
d < 0 である. また, 積分範囲の設定から k2 − q2 ≤ 0,

k2 − k2
d − q2 < 0, q2 − k2

d > 0である. よって, (4.6)の項のうち,符号不確定なのは (∗)を
含む項と (∗∗)を含む項 (いずれも,順圧モードと傾圧モードの相関の項)のみである. しか
し,これらの符号は数学的に決定することはできない. つまり,準地衡 2層モデルにおいて
は,これらの項の作用があるために, (4.3)の符号を数学的に決定することができない. よっ
て,数値計算によって (4.3)の符号がどのようになるかを調べる必要がある.
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第 5 章 数値計算の結果

本章では, 本研究で行なった数値計算の結果をまとめる. TO03 の結果との比較を行な
い,最後にまとめと考察を述べる.

5.1 計算設定

表 5.1.1 計算設定

case1 case2 case3 case4

∆νの値 0 −5.280 × 10−17 5.280 × 10−17 1.560 × 10−16

解像度 10242 5122

切断波数 341 170

解析時間 t = 1800 ∼ 2000 t = 1300 ∼ 1500

表 5.1.1に計算設定を示す. case1では, Larichev and Held (1995)や Tung and Orland

(2003)と同じく,上層と下層で粘性係数が同じ場合の計算設定である. case2では,下層の
粘性係数がゼロとなるように設定した. case3と case4では,下層の粘性係数が上層の粘性
係数に比べてそれぞれ 2倍, 3倍になる値に設定した. これらは, Gkioulekas (2014)[5]で
下層の粘性係数が上層の粘性係数よりも大きい場合, (1.1)が成立する可能性があると述べ
られており,それを検証するための設定である.

case1は,第 2章で述べた初期値からスタートし, t ∈ [0, 1000]の時間は解像度 2562 で,

スピンアップをし, t ∈ (1000, 1500] の時間は解像度 5122, t ∈ (1500, 2000] の時間は解
像度 10242 で計算を行ない, t ∈ [1800, 2000] の計算結果を解析に用いた. case2, case3,

case4については, case1の t = 1000の値を初期値として用い, t = 1500まで解像度 5122

で時間発展させた. 解析には t ∈ [1300, 1500]の計算結果を用いた.

5.2 初期のエネルギーの発展

このモデルでは,波数空間で非常に小さな波数に依らない振幅とランダムな位相を初期
条件として与えているので, 発展は傾圧不安定の線型成長に従うと考えられる. 図 5.1 に
t ∈ [0, 250] のエネルギーの発展を示す. エネルギーの指数函数的成長は t ≲ 50で見られ
る. 線型論によると,最速成長率 αmax は kx = 0.64kd ∼ 6.4, ky = 0のとき, αmax ∼ 0.205

であるから, エネルギーが e 倍になる時間は 1/αmax ∼ 4.89 である. しかし, この時間
(t ≲ 50)における 2次元エネルギースペクトルのピークは (kx, ky) = (1, 1) にあるので,

ピークの全波数は k =
√

2 である. この波数を持った擾乱の成長率は αk=
√

2 ∼ 0.049 で
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図 5.1 初期のエネルギー発展. 縦軸はエネルギーの大きさ (logスケール),横軸は時刻.
点線の傾きは,傾圧不安定の線型論から導出される,最速成長率 αmax の傾きを,一点鎖
線の傾きは, t = 30におけるエネルギースペクトルのピークの波数 (k =

√
2)における

成長率 αk=
√

2 を示す.

ある†1. 図 5.1 から, 初期の発展は成長率 αk=
√

2 で発展していることがわかる. つまり,

t ≲ 50における系の発展は傾圧不安定によって起きている.

正味のエネルギー注入項 Uk2
d(∂ψ/∂x)の波数スペクトルを図 5.2に示す. 傾圧不安定の

線型論で特徴づけられる発展を示す t ≲ 50では, このスペクトルは k ≈ kd = 10近傍よ
りも低波数領域で有意な値を持っている. しかし, t ≳ 50では,スペクトルのピークはより
低波数側にシフトしていく. これは, 順圧エネルギーの逆カスケードによって順圧エネル
ギーが低波数側に集積するために起こるものであると考えられる. したがって, t ≳ 50は
非線型項が卓越した発展段階と考えられ, 実際に非線型項が線型項を卓越している (図省
略).

5.3 case1 の結果
5.3.1 エネルギーとエンストロフィーの発展
図 5.3 と図 5.4 に case1 のエネルギーとエンストロフィーの時間変化をぞれぞれ示す.

線型発展が終わった後は,エネルギーは順圧モードが,エンストロフィーは傾圧モードが卓
越している. スピンアップの後にどちらもある値のあたりで振動しており, 統計的平衡状
態に達していると考えられる.
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図 5.2 線型発展の時間における正味のエネルギー注入率 kxUk2
dψ̂(k)τ̂∗(k) のスペク

トル構造. 横軸が水平方向の波数 k,縦軸が時刻 tを表す.

図 5.3 case1 のエネルギーの発展. 青色が全エネルギー, 橙色が順圧モードのエネル
ギー,緑色が傾圧モードのエネルギーを示す.

5.3.2 渦位場の様子
case1の t = 1935における渦位場の様子を図 5.5に示す. 順圧モードの渦位場の様子は

2次元一様等方性乱流の渦位場の様子とよく似ており, 空間の所々に軸対称な渦が点在す
る. 一方, 傾圧モードの渦位場は渦位の強いところが墨流しのように現れる. この結果は,

†1 成長率の導出は,付録参照.
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図 5.4 case1のエンストロフィーの発展. 青色が全エンストロフィー,橙色が順圧モー
ドのエンストロフィー,緑色が傾圧モードのエンストロフィーを示す.

Larichev and Held (1995)と整合的な結果である. 上層と下層の渦位は共に傾圧モードの
渦位場に似ており,概ね上層と下層は互いに逆符号である.

5.3.3 波数空間における解析結果
エネルギースペクトル
図 5.6 に case1 の場合と TO03 の場合のエネルギースペクトルの比較を示す. エネル
ギー注入波数は線型の傾圧不安定論によると kd 近傍であるが, この系では図 5.2 で示
されているように最低波数であることを注意しておく. case1 では変形半径に対応する
波数 kd = 10 よりも低波数側では, スペクトルの傾きが k−5/3, 高波数側では k−3 に近
くなっている†2. また, case1 ではエネルギー散逸波数が kEdiss ≃ 232, エンストロフィー
散逸波数が kQdiss ≃ 234 となった†3. 図 5.6 の左側の結果を見ると, k ≈ 230 付近でエネ
ルギースペクトルが急降下しており, この計算結果は散逸領域まで解像できていること
がわかる. 一方, TO03 では, 低波数側では β 項が効いており, エネルギースペクトルは
E(k) ∝ k−5/3 になっていない. 高波数側では, E(k) ∝ k−3 の領域があるが非常に狭く,む
しろ, E(k) ∝ k−5/3 が顕著である. TO03では,強制波数よりも高波数側の E(k) ∝ k−3 の
領域はエンストロフィー慣性領域で, E(k) ∝ k−5/3 の領域はエネルギーカスケードがエン
ストロフィーカスケードを卓越するエネルギー慣性領域であるとしているが,エネルギー
やエンストロフィーの強制や散逸のスペクトルは示されていない. また, エネルギーやエ
ンストロフィーの散逸波数がいくらなのかも明示されていない. エネルギースペクトルの
計算結果は切断波数近傍で急峻な傾きを持っていないため,散逸領域は解像されていない
ことが推測できる.

†2 これらはそれぞれエネルギー慣性領域とエンストロフィー慣性領域によるものであると考えられるが,後
の節で散逸と強制のスペクトルやエネルギーフラックスの結果を示してから結論付けることにする.

†3 エネルギー散逸波数とエンストロフィー散逸波数は次元解析から導出することが出来る (付録 D).
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図 5.5 t = 1935の時刻における渦位場の様子. 左上が順圧モード,右上が傾圧モード,
左下が上層,右下が下層の渦位を示す.

エネルギーの収支解析
エネルギーフラックスを図 5.7に示す. これによると, kd よりも低波数側はフラックス
が一定になっていないが,正の値であることから,低波数側から高波数側にエネルギーがカ
スケードしていることがわかる. 通常の 2次元一様等方性乱流におけるエネルギー慣性領
域で高波数側から低波数側への逆カスケードがあり,エネルギーフラックスは一定で,そこ
で k−5/3 のスペクトルが形成される.エネルギー慣性領域となっている. しかし,上記の結
果から, case1のこの領域はエネルギー慣性領域になっているとは言えない. また,強制と
散逸のスペクトルを示した図 5.8から, case1では最低波数において強制項 U k2

d∂ψ/∂xに
よる強制があり,これによって高波数側にエネルギーがカスケードしていると結論付けら
れる. よって,図 5.13で示された case1のエネルギースペクトルの低波数側の傾き k−5/3

はこの領域がエネルギー慣性領域であるためではなく,偶然 k−5/3 に近い傾きになっただ
けであると考えられる. 一方, 高波数側では, エネルギー散逸率の値 (9.70 × 10−5)とエネ
ルギーフラックスの値 (約 1.00 × 10−4)を比較すると,わずかながらエネルギーが高波数
側にカスケードしていることが分かる.
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図 5.6 case1の t ∈ [1800, 2000] で時間平均したエネルギースペクトルの結果 (左)と
TO03のエネルギースペクトル (右)の比較. 左図の青色は全エネルギースペクトル, 橙
色は順圧モードのエネルギースペクトル,緑色は傾圧モードのエネルギースペクトルを
示す. 右図の太い線はそれぞれ時間平均した全エネルギースペクトルを示し, 実線が時
刻 231から 347,破線が時刻 347から 463の時間平均となっている. 細い破線は k−3 の
傾き,細い点線は k−5/3 の傾きをそれぞれ示す.

図 5.7 case1のエネルギーフラックス. 左は全波数領域,右は高波数領域の図.

エンストロフィーの収支解析
エンストロフィーフラックスを図 5.9に示す. これによると,全波数に渡ってエンストロ
フィーは高波数側にカスケードしており, 特に, kd よりも高波数側ではエンストロフィー
フラックスがほぼ一定となっている†4. また,エンストロフィーの強制と散逸のスペクトル

†4 エンストロフィー散逸率が 6.22 でエンストロフィーフラックスの値は約 6.2 なので, ほぼ釣り合ってい
る.
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図 5.8 case1のエネルギーにおける強制と散逸のスペクトル. 赤色が強制,青色がエク
マンダンピングによる散逸,緑色が粘性による散逸を示す. 左は全波数領域,右は変形半
径よりも高波数側の領域を示す.

図 5.9 case1のエンストロフィーフラックス. 左は全波数領域,右は高波数領域の図.

(図 5.10)によると,この領域では僅かながらエクマンダンピングによる散逸があるものの,

強制や散逸はほぼ無いものとみなせる. 図 5.10の kd よりも大きな波数領域におけるエン
ストロフィーフラックスの一定値からのズレは,このエクマン散逸の効果によるものであ
る. よって,この領域はエンストロフィー慣性領域とみなすことができ,スペクトルの傾き
が k−3 となった結果と整合的である. また,エンストロフィー散逸波数 kQdiss ≈ 234あたり
では粘性による散逸がよく利いていることもわかる.

5.3.4 (1.1) の検証
case1で (1.1)が成立するかを検証したのが図 5.11である. kd よりも大きな波数領域に
おいて,高波数側に行くに連れて k2 を掛けたエネルギーフラックスは確かに大きくなって
いるが, k2ΠE が ΠQ よりも大きくなる前に, エンストロフィー散逸波数に到達している.
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図 5.10 case1 の強制と散逸のエンストロフィースペクトル. 赤色が強制, 青色がエク
マンダンピングによる散逸, 緑色が粘性による散逸を示す. 左は全波数,右は kd よりも
高波数側のスペクトル.

図 5.11 case1での (1.1)の検証. 赤色が k2ΠE − ΠQ,青色が k2ΠE,緑色が ΠQ の波数分布を表す.

よって,この設定では, TO03で主張されていた (1.1)が成立する領域は現れなかった.

5.4 上層と下層で粘性係数を変えた場合

次に, case2, case3, case4の計算結果を示す. case2では図 5.12でエネルギーの時間変
化を示したように, 正定値であるべきエネルギーが負になり, 数値計算が破綻してしまっ
た. case3, case4のエネルギーやエンストロフィーの時間変化や渦位場の様子は case1と
大きく変わらなかった.

case1∼4 の場合のエネルギースペクトルを図 5.13 に示す. case3, case4 については,

case1 と似た結果になった. 一方, case2 については, 高波数側でスペクトルの傾きが k−3

となっている領域は狭く,切断波数に近い領域ではスペクトルの傾きが緩やかになってお
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図 5.12 case2 のエネルギーの時間変化. 途中から非線型作用の振幅が大きくなり, エ
ネルギーが負になるなど,数値計算が破綻してしまっている.

り, k−5/3 に近い傾きになっている.これは,図 5.6の右に示した TO03のエネルギースペ
クトルの結果と非常に似ている. しかしながら, case2 の計算は上で述べたように非物理
的な振る舞いを示し, 定常性は実現していないことから, k−5/3 の結果も信頼するに足ら
ない.

図 5.14に (1.1)の検証結果の比較を示す. いずれの場合でも, (1.1)は成立しなかった.

5.5 まとめと考察

表 5.5.2 エネルギー散逸率

case1 case2 case3 case4

ψ · J(ψ,∇2ψ) 1.62 × 10−17 1.87 × 10−16 −5.97 × 10−18 −2.97 × 10−17

ψ · J(τ,∇2τ) 7.17 × 10−2 8.20 × 10−2 2.86 × 10−2 5.30 × 10−2

ψ · U∂∇2τ/∂x 1.53 × 10−3 1.44 × 10−3 1.09 × 10−3 1.35 × 10−3

ψ · κ∇2(ψ − τ)/2 −7.31 × 10−2 −8.09 × 10−2 −3.33 × 10−2 −5.44 × 10−2

ψ · [ν∇8(∇2ψ)(∇2 − k2
d)τ}] −4.85 × 10−5 −1.29 × 10−4 −9.43 × 10−5 −1.86 × 10−4

+ 1
2 ∆ν∇8{∇2ψ(∇2 − k2

d)τ}]
τ · J(τ,∇2ψ) 4.42 × 10−18 9.00 × 10−19 −3.75 × 10−20 −4.75 × 10−19

τ · J(ψ,∇2τ) −7.17 × 10−2 −8.20 × 10−2 −2.86 × 10−2 −5.31 × 10−2

τ · J(ψ,−k2
dτ) −1.46 × 10−17 8.10 × 10−18 1.80 × 10−18 4.69 × 10−18

τ · U∂∇2ψ/∂x −1.53 × 10−3 −1.44 × 10−3 −1.09 × 10−2 −1.35 × 10−3

τ · Uk2
d∂ψ/∂x 7.24 × 10−2 8.20 × 10−2 2.98 × 10−2 5.46 × 10−2

τ · κ∇2(τ − ψ)/2 1.07 × 10−3 −2.20 × 10−4 2.01 × 10−4 2.23 × 10−4

τ · [ν∇8(∇2 − k2
d)τ −4.85 × 10−5 −1.29 × 10−4 −9.30 × 10−5 −1.85 × 10−4

+ 1
2 ∆ν∇8{(∇2 − k2

d)τ −∇2ψ}]
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図 5.13 エネルギースペクトルの比較. 左上が case1,右上が case2,左下が case3,右下
が case4の場合を示している. 青色は全エネルギースペクトル, 橙色は順圧モードのエ
ネルギースペクトル,緑色は傾圧モードのエネルギースペクトルを示す. 点線は k−5/3,
一点鎖線は k−3 の傾きをそれぞれ表す.

表 5.5.2 にエネルギーの変化率に対する (3.2a) と (3.2b) の各項の寄与を, 表 5.5.3 にエ
ンストロフィーの変化率に対する (3.6a)と (3.6b)の各項の寄与をそれぞれ示す. いずれの
場合も,エネルギー保存則とエンストロフィー保存則が成立している.

TO03では上層と下層の粘性係数の違いについては言及されておらず, もし彼らの主張
が正しければ case1 の設定で (1.1) が成立している領域で N-G スペクトルが形成される
はずであるが,結果としては全波数領域で (1.1)は成立しなかった. Gkioulekas (2014)で
は上層と下層の粘性係数を変えることにより (1.1)が成立する可能性が示唆されていたが,

上層と下層で粘性係数を変えた場合 case2, case3, case4でも全波数領域で (1.1)が成立し
なかった. しかし,粘性が上層よりも下層の方が弱い case2では, TO03で得られたエネル
ギースペクトルに近い形となっており,高波数領域で k−5/3 のスペクトルが形成されてい
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5.5 まとめと考察

図 5.14 (1.1) の検証結果の比較. 左上が case1, 右上が case2, 左下が case3, 右下が
case4の場合を示している. いずれの図においても, 橙色が k2ΠE − ΠQ, 青色が k2ΠE,
緑色が ΠQ の波数分布を示す.

るように見える. これは,高波数領域での粘性による散逸が弱いために,エネルギーが系の
外に散逸しきれていないため, スペクトルがめくり上がっているためだと考えられる. 実
際, case2 の下層の粘性係数は ν + ∆ν = 0 となっており, 散逸波数が定義できず, 散逸領
域を解像することができない.
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表 5.5.3 エンストロフィー散逸率

case1 case2 case3 case4

∇2ψ · J(ψ,∇2ψ) 4.85 × 10−16 −1.21 × 10−15 −1.57 × 10−16 3.09 × 10−16

∇2ψ · J(τ,∇2τ) 3.89 × 100 4.26 × 100 1.47 × 100 2.76 × 100

∇2ψ · U∂∇2τ/∂x 1.22 × 10−1 7.74 × 10−2 1.08 × 10−1 1.17 × 10−1

∇2ψ · κ∇2(ψ − τ)/2 −7.62 × 10−1 −2.10 × 100 −3.28 × 10−1 −5.00 × 10−1

∇2ψ · [ν∇8(∇2ψ) −3.11 × 100 −2.08 × 100 −1.26 × 100 −2.38 × 100
+ 1

2 ∆ν∇8{∇2ψ(∇2 − k2
d)τ}]

(∇2 − k2
d)τ · J(τ,∇2ψ) −3.89 × 100 −4.26 × 100 −1.47 × 100 −2.76 × 100

(∇2 − k2
d)τ · J(ψ,∇2τ) −7.17 × 100 −8.20 × 100 −2.86 × 100 −5.31 × 100

(∇2 − k2
d)τ · J(ψ,−k2

dτ) 7.17 × 100 8.20 × 100 2.86 × 100 5.31 × 100

(∇2 − k2
d)τ · U∂∇2ψ/∂x −2.76 × 10−1 −2.22 × 10−1 −2.16 × 10−1 −2.52 × 10−1

(∇2 − k2
d)τ · Uk2

d∂ψ/∂x 7.39 × 100 8.34 × 100 3.08 × 100 5.59 × 100

(∇2 − k2
d)τ · κ∇2(τ − ψ)/2 −2.04 × 10−1 −1.70 × 100 −1.03 × 10−1 −1.70 × 10−1

(∇2 − k2
d)τ · [ν∇8(∇2 − k2

d)τ −3.11 × 100 −2.08 × 100 −1.25 × 10−0 −2.39 × 100
+ 1

2 ∆ν∇8{(∇2 − k2
d)τ −∇2ψ}]
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第 6 章 議論と結論

6.1 議論

(1.1)の成立の可否について次元解析に基づいて議論してみる. 次元解析よりエネルギー
散逸波数 kEdiss とエンストロフィー散逸波数 kQdiss はぞれぞれ

kEdiss ∼
( ε

ν3

)1/22
,

kQdiss ∼
( η

ν3

)1/24

となる. ここで, εはエネルギー散逸率, η はエンストロフィー散逸率である. 定常性が成り
立っている時,エネルギーフラックス ΠE とエンストロフィーフラックス ΠQ はそれぞれ
エネルギー散逸率とエンストロフィー散逸率に等しいので,

ΠE = ε ∼ (kEdiss)
22 ν3,

ΠQ = η ∼ (kQdiss)
24 ν3

となる. TO03の主張が正しいとすれば,エンストロフィー慣性領域において k2ΠE − ΠQ

の符号が入れ替わるので,エンストロフィー慣性領域のある波数 kc で k2
c ΠE − ΠQ = 0が

成立するはずである. さらに, kc はエネルギー散逸波数よりも小さくなければ, k5/3 のスペ
クトル領域は形成されない. つまり,

k2
c ΠE − ΠQ = ν3

{
k2

c(k
E
diss)

22 − (kQdiss)
24
}
= 0,

⇔ kc =
(kQdiss)

12

(kEdiss)
11

=

(
kQdiss

kEdiss

)12

kEdiss

より, (kQdiss/kEdiss) < 1が成立しなくてはならない, 言い換えれば, kQdiss < kEdiss が成立し
なければならない. しかしながら, 本研究で行なった数値計算で kEdiss や kQdiss が定義でき
る計算の結果について, kQdiss < kEdiss とはならず, このような点からも (1.1) が成立しな
かったと主張できる.

6.2 結論

本論文では, TO03で述べられた,準地衡 2層モデルにおける N-Gスペクトルの形成過
程の普遍性と (1.1)の成立の可否について数値計算を用いて調べた.

TO03は,標準的な準地衡 2層モデルを用いて N-Gスペクトルを再現した. その理論的
な説明は,強制波数よりも高波数側に「隠れたエネルギーカスケード」がエンストロフィー
カスケードを卓越する波数帯域が出現し, そこで (1.1)が成立する, というものである. そ
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の「隠れたエネルギーカスケード」が高波数帯域において k−5/3 のスペクトルを形成する
と結論付けた.

しかし, TO03では,示されている数値実験の結果のデータや波数空間における解析が不
十分であった. そこで,本研究では TO03の主張の普遍性を数値実験によって確かめ,波数
空間における系の性質を解析した.

まず,上層と下層で同じ粘性係数を与えて計算したところ,隠れたエネルギーカスケード
は存在するものの, N-Gスペクトルは再現されず, 高波数帯域で (1.1)は成立しなかった.

次に,Gkoulekas (2014)で (1.1)の成立の可能性が示唆された,上層と下層で粘性係数が異
なる場合について計算を行った. 下層の粘性係数がゼロの場合に N-Gスペクトルに似た
スペクトルが形成されたが,散逸波数まで解像されておらず,結果の信頼性は乏しい. 下層
のほうが粘性係数が強い場合は,いずれも上層と下層で同じ粘性係数を与えた場合と結果
の傾向は変わらなかった.

数学的に (1.1)を示すことはできないため,数値実験によって (1.1)を検証したことが本
研究の意義である. 結論として, TO03で提唱されたメカニズムは準地衡 2層モデルにおけ
る普遍的なものではないことが確かめられ, (1.1)の成立についても普遍的な性質では無い
ことがわかった. しかし,この結果は準地衡 2層モデルで N-Gスペクトルが形成されるこ
とや (1.1)が成立することの否定ではない. 上記 2点が成立する可能性の有無と成立する
場合の条件を検証することは今後の課題である.
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付録 A 支配方程式の導出

ここでは,モデルで用いた支配方程式の導出を行う.

A.1 問題設定

考える流体は f 平面上の非粘性ブシネスク流体で,静止状態では静水圧平衡 ∂ p̄
∂z

= −ρ̄g

が成り立っているとする. この系での支配方程式は,

Du
Dt

− f v = −1
ρ̄

∂ p
∂x

, (A.1)

Dv
Dt

+ f u = −1
ρ̄

∂ p
∂y

, (A.2)

Dw
Dt

= −1
ρ̄

∂ p
∂z

− ρ

ρ̄
g, (A.3)

∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

= 0, (A.4)

Dθ

Dt
= −w

dθ̄

dz
, (A.5)

である. ここで,
D
Dt

≡ ∂

∂t
+ v ·∇である. また,¯は高さ zにおける適当な長さの時間平均

と流れの領域にわたる水平方向の平均をとった量を表している. さらに, 地衡流の関係, (

コリオリ力) = (圧力傾度力),が成立しているとする:
− f vg = −1

ρ̄

∂ p
∂x

,

f ug = −1
ρ̄

∂ p
∂y

,
⇔


ug = − 1

ρ̄ f
∂ p
∂y

,

vg =
1

ρ̄ f
∂ p
∂x

,

⇔ vg =
1

ρ̄ f
k ×∇h p.

ここで, atot(x, y, z, t) = ā(z) + a(x, y, z, t)である†1. ここで, ∇h ≡ i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
である.

A.2 準備

地衡流的相対渦度は
ζg ≡

∂vg

∂x
−

∂ug

∂y
=

1
ρ̄ f

∇2
h p (A.6)

で定義される. 次に, スケール解析を行う. ここで, 水平方向速度と水平方向スケール代表
的な大きさをそれぞれ U, L とおく. このとき, 時間の代表的な大きさは L/U となる. そ

†1 ブシネスク流体では,密度の平均量 ρ̄は zの函数ではなく,定数として扱う.
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こで,
∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
∼ U

L
. (A.7)

移流項の鉛直方向成分については, w ∼ Ro H
L U†2より,

w
∂

∂z
∼ U

L
Ro. (A.8)

さらに,水平方向の運動を地衡流による部分とそれからのズレの部分とに分ける:

vh = vg + Ro va. (A.9)

よって, Roの最低次のオーダーで Lagrange微分は

D
Dt

=

(
D
Dt

)
g
≡ ∂

∂t
+ vg ·∇h =

∂

∂t
+ ug

∂

∂x
+ vg

∂

∂y
(A.10)

と書ける.

鉛直方向には, 基準状態からの摂動もまた静水圧平衡であると仮定する. ブシネスク流
体では,密度は温位の役割を果たすので, (A.3)は

∂ p
∂z

=
ρ̄θ

θ̄
g (A.11)

となる†3.

また,地衡流の関係式を zで微分し, (A.11)を用いると,

∂vg

∂z
=

1
ρ̄ f

k ×∇h
∂ p
∂z

=
1

ρ̄ f
k ×∇h

(
ρ̄θ

θ̄
g
)

=
g
f θ̄

k ×∇hθ

(A.12)

である.

†2 鉛直流と鉛直スケールの代表的な大きさをそれぞれW, H とする. このとき,連続の式

∂u
∂x

+
∂v
∂y︸ ︷︷ ︸

∼ U
L

+
∂w
∂z︸︷︷︸
∼ W

H

= 0

から,単純にはW ∼ H
L

U であるが,水平流は非発散であることから,
∂u
∂x

+
∂v
∂y
は極めて小さいため,第 1

項と第 2項の和の大きさは U
L
に小さな量のロスビー数 Ro =

U
f L
を掛けることによって大きさをバラン

スさせている.
†3 温位と密度の関係は,平均量に対しては θ̄ = cρ̄ であるが,摂動に対しては θ = −cρ である. ここで, c は

K/(kg m−3) の次元を持つ正の定数である. これらの関係式の符号については, θ̄, ρ̄ は正定値であるのに
対して, 平均量には符号がつかない. 摂動に関しては, 周囲より軽いパーセル (ρ̄ < 0)は, 周囲より温かい
(θ̄ > 0)ので,負符号がつく.
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A.2 準備

準地衡における熱力学エネルギー方程式は, (A.5)に (A.10)を適用した(
Dθ

Dt

)
g
= −w

dθ̄

dz
(A.13)

である. この式は

N =

[
g
θ̄

dθ̄

dz

]1/2

(A.14)

を用いると, (
Dθ

Dt

)
g
= −w

θ̄

g
N2 (A.15)

と書ける.

以上,まとめると, (
Du
Dt

)
g
− f v = −1

ρ̄

∂ p
∂x

(A.16)(
Dv
Dt

)
g
+ f u = −1

ρ̄

∂ p
∂y

(A.17)

∂ p
∂z

= ρ̄
θ

θ̄
g (A.18)

∂u
∂x

+
∂v
∂y

+
∂w
∂z

= 0 (A.19)(
Dθ

Dt

)
g
= −w

θ̄

g
N2 (A.20)

である.

ここで, (A.16)と (A.17)をベクトル形式で書くと,(
∂

∂t
+ vg ·∇h

)
vg + Ro

(
∂

∂t
+ vg ·∇h

)
va + f k × vg + f Ro k × va = −1

ρ̄
∇h p.

地衡流の関係から, f k × vg = −1
ρ̄
∇h p,さらに,上の式の第 2項は O(Ro) 程度と見積も

れるので, O(Ro)の範囲内で,(
∂

∂t
+ vg ·∇h

)
vg + f k × va = 0

となる. 結局, (A.16)と (A.17)は

∂ug

∂t
+ ug

∂ug

∂x
+ vg

∂ug

∂y
− f va = 0, (A.21)

∂vg

∂t
+ ug

∂vg

∂x
+ vg

∂vg

∂y
+ f ua = 0 (A.22)

となる. また, (A.19)を (A.9)に代入すると,地衡流は非発散であるから,

∂ua

∂x
+

∂va

∂y
+

∂w
∂z

= 0 (A.23)
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を得る.

以上より, f 平面上の非粘性ブシネスク流体に準地衡近似を適用した方程式系は,ここま
でで導出した式と地衡流の式を合わせたものとなる:

∂ug

∂t
+ ug

∂ug

∂x
+ vg

∂ug

∂y
− f va = 0, (A.24)

∂vg

∂t
+ ug

∂vg

∂x
+ vg

∂vg

∂y
+ f ua = 0, (A.25)

∂ p
∂z

= ρ̄
θ

θ̄
g, (A.26)

∂ua

∂x
+

∂va

∂y
+

∂w
∂z

= 0, (A.27)(
Dθ

Dt

)
g
= −w

θ̄

g
N2, (A.28)

ug = − 1
ρ̄ f

∂ p
∂y

, (A.29)

vg =
1

ρ̄ f
∂ p
∂x

, (A.30)

A.3 準地衡渦位方程式の導出

ここから,渦位方程式を導くために, (A.25)を xで偏微分した式から (A.24)を yで偏微
分した式を引くと,

∂

∂t
∂vg

∂x
+

∂ug

∂x
∂vg

∂x
+ ug

∂

∂x
∂vg

∂x
+

∂vg

∂x
∂vg

∂y
+ vg

∂

∂y
∂vg

∂x
+ f

∂ua

∂x
= 0

−
) ∂

∂t
∂ug

∂y
+

∂ug

∂y
∂ug

∂x
+ ug

∂

∂x
∂ug

∂y
+

∂vg

∂y
∂ug

∂y
+ vg

∂

∂y
∂ug

∂y
− f

∂va

∂y
= 0

∂

∂t

(
∂vg

∂x
−

∂ug

∂y

)
+

(
ug

∂

∂x
+ vg

∂

∂y

)(
∂vg

∂x
−

∂ug

∂y

)
+

(
∂ug

∂x
+

∂vg

∂y

)
︸ ︷︷ ︸

∇·vg=0

(
∂vg

∂x
−

∂ug

∂y

)

+ f
(

∂ua

∂x
+

∂va

∂y

)
= 0
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A.4 準地衡 2層渦位方程式の導出

となる. ζg の定義を用いて書き直すと,(
Dζg

Dt

)
g
= − f

(
∂ua

∂x
+

∂va

∂y

)
= f

∂w
∂z

(A.31)

= − f g
N2

∂

∂z

{(
D
Dt

(
θ

θ̄

))
g

}

= − f g
N2

[(
D
Dt

)
g

{
∂

∂z

(
θ

θ̄

)}
+

∂vg

∂z
·∇h

(
θ

θ̄

)]

= −
(

D
Dt

)
g

{
f g
N2

∂

∂z

(
θ

θ̄

)}
となる. 最後の等式は, (A.12)を用いた. よって,(

D
Dt

)
g

{
ζg +

f g
N2

∂

∂z

(
θ

θ̄

)}
︸ ︷︷ ︸

(∗)

= 0 (A.32)

となる. ここで, (∗)部分を準地衡流渦位 (QG PV)と呼ぶ. 地衡流の関係からの式

ζg =
1

ρ̄ f
∇2

h p

と静水圧の式
θ

θ̄
=

1
ρ̄g

∂ p
∂z

を (A.32)に代入し,両辺に ρ̄ f をかけると,� �(
D
Dt

)
g

{
∇2

h p +
f 2

N2
∂2 p
∂z2

}
= 0 (A.33)

� �
となる. 準地衡流近似における方程式系 (A.24)∼(A.30)は上の式にまとめられる. つまり,

圧力 p がわかれば, 7つの未知変数 ug, vg, w, ua, va, θ, p のうち, p以外の未知変数を知る
ことが出来る.

A.4 準地衡 2 層渦位方程式の導出

準地衡 2層モデルにおける方程式を導出する.

図 A.4のように, 大気を厚さの等しい 2層に分け, 上層の物理量を層の中心の高さで代
表し,下層の物理量も層の中心で代表する. 境界条件として上下には固体壁を仮定する. 添
字の数字付の物理量は,その数字のレベルの物理量を表す. 渦度方程式 (A.31) (以後,添字
の gは省略する) (

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y

)
ζ = f

∂w
∂z

(A.34)
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第 A章 支配方程式の導出

図 A.1 2層モデルの概念図.

を 1層目 (レベル 1)と 2層目 (レベル 3)にそれぞれ適用する:(
∂

∂t
+ u1

∂

∂x
+ v1

∂

∂y

)
ζ1 = f

w0 − w2

∆z
= − f

∆z
w2, (A.35)(

∂

∂t
+ u3

∂

∂x
+ v3

∂

∂y

)
ζ3 = f

w2 − w4

∆z
=

f
∆z

w2. (A.36)

ここで,
∂w
∂z
の見積もりには中央差分を用いた. また,熱力学方程式はレベル 2に適用し,

(
∂

∂t
+ u2

∂

∂t
+ v2

∂

∂y

)
θ2 = − θ̄2

g
N2w2, (A.37)

θ2

θ̄2
=

1
ρ̄g

(
∂ p
∂z

)
2
=

1
ρ̄g

p1 − p3

∆z
(A.38)

である. (A.37)を (A.35)に用いると,

(右辺) =

(
∂

∂t
+ u2

∂

∂x
+ v2

∂

∂y

)(
f

∆z
g

N2
θ2

θ̄2

)
=

(
∂

∂t
+ v2 ·∇

){
f
ρ̄

1
(∆z)2N2 (p1 − p3)

}
(A.39)

となる. 同様に, (A.37)を (A.36)に用いると,

(右辺) = −
(

∂

∂t
+ u2

∂

∂x
+ v2

∂

∂y

)(
f

∆z
g

N2
θ2

θ̄2

)
=

(
∂

∂t
+ v2 ·∇

){
f
ρ̄

1
(∆z)2N2 (p3 − p1)

}
(A.40)

となる. ここで,地衡流の関係

u = − 1
ρ̄ f

∂ p
∂y

, v =
1

ρ̄ f
∂ p
∂x

(A.41)
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A.4 準地衡 2層渦位方程式の導出

から,流線函数 Ψは

Ψ ≡ p
ρ̄ f

(A.42)

と定義でき,

v = k ×∇Ψ (A.43)

となる. これを用いると (A.39)は(
∂

∂t
+ v2 ·∇

){
f 2

N2
1

(∆z)2 (Ψ1 − Ψ3)

}
(A.44)

となり, (A.40)は (
∂

∂t
+ v2 ·∇

){
f 2

N2
1

(∆z)2 (Ψ3 − Ψ1)

}
(A.45)

となる. ここで,

v2 =
v1 + v3

2
= v1 +

1
2
(v3 − v1)

= v3 +
1
2
(v1 − v3)

を踏まえると,

v2 ·∇(Ψ1 − Ψ3)

=

{
v1 +

1
2
(v3 − v1)

}
·∇(Ψ1 − Ψ3)

=

{
v1 +

1
2
{k ×∇(Ψ3 − Ψ1)}

}
· {∇(Ψ1 − Ψ3)}

=v1 ·∇(Ψ1 − Ψ3)

となる. よって, (A.44)は(
∂

∂t
+ v1 ·∇

){
f 2

N2
1

(∆z)2 (Ψ1 − Ψ3)

}
(A.46)

となり, (A.45)は同様にして,(
∂

∂t
+ v3 ·∇

){
f 2

N2
1

(∆z)2 (Ψ3 − Ψ1)

}
(A.47)

となる. 結局, 2層モデルにおける準地衡渦位方程式は(
∂

∂t
+ v1 ·∇

){
∇2Ψ1 + k2

d
Ψ3 − Ψ1

2

}
= 0, (A.48)(

∂

∂t
+ v3 ·∇

){
∇2Ψ3 + k2

d
Ψ1 − Ψ3

2

}
= 0 (A.49)

である. ここで, k2
d ≡ 2 f 2

N2(∆z)2 とした.
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第 A章 支配方程式の導出

A.5 支配方程式系の変形

鉛直シアーを伴う y方向に一様な東西平均流があるとする. 平均流からのズレの成分に
関する発展方程式を導く. このとき,流れ函数は

Ψ1 = −Uy + ψ1(x, y, t), (A.50)

Ψ3 = Uy + ψ3(x, y, t), (A.51)

と表現できる. ここで, U は定数. これらを (A.48)や (A.49)に代入する;

∇2Ψ1 + k2
d

Ψ3 − Ψ1

2

=∇2ψ1 + k2
d

(
Uy +

ψ3 − ψ1

2

)
=

(
∇2ψ1 + k2

d
ψ3 − ψ1

2

)
+ k2

dUy

=q′1 + Q1.

最後の等式では, q′1 = ∇2ψ1 + k2
d

ψ3 − ψ1

2
, Q1 = k2

dUyとした. 同様に,

∇2Ψ3 + k2
d

Ψ1 − Ψ3

2

=

(
∇2ψ3 + k2

d
ψ1 − ψ3

2

)
− k2

dUy

=q′3 + Q3.

また,

v1 =ez ×∇Ψ1

=ez ×∇ψ1 + Ui

=Ui + v′
1,

v3 =ez ×∇Ψ3

=ez ×∇ψ3 − Ui

=− Ui + v′
3.

である. 以上より, (A.48)は(
∂

∂t
+ v1 ·∇

){
∇2Ψ1 + k2

d
Ψ3 − Ψ1

2

}
= 0

⇔
{

∂

∂t
+
(
Ui + v′

1
)
·∇
}
(q′1 + Q1) = 0

⇔
(

∂

∂t
+ v′

1 ·∇
)

q′1 + U
∂

∂x
q′1 + v′1

∂

∂y
Q1 = 0

⇔
(

∂

∂t
+ v′

1 ·∇
)

q′1 + U
∂

∂x
q′1 + k2

dUv′1 = 0 (A.52)
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A.5 支配方程式系の変形

となる. 同様に, (A.49)は

⇔
(

∂

∂t
+ v′

3 ·∇
)

q′3 − U
∂

∂x
q′3 − k2

dUv′3 = 0 (A.53)

となる. ここで, 順圧 (barotropic) モードの流線函数と傾圧 (baroclinic) モードの流線函
数をそれぞれ以下のように定義する;

ψ =
ψ1 + ψ3

2
, τ =

ψ1 − ψ3

2
. (A.54)

これらを用いると, v′
1 = vψ + vτ , v′

3 = vψ − vτ , q′1 = qψ + qτ , q′3 = qψ − qτ となる (下
付き文字 ψは順圧モード,下付き文字 τ は傾圧モードの物理量を表す). また,

qψ =
q′1 + q′3

2
= ∇2

(
ψ′

1 + ψ′
3

2

)
≡ ∇2ψ,

qτ =
q′1 − q′3

2
= ∇2

(
ψ′

1 − ψ′
3

2

)
+ k2

d
ψ′

3 − ψ′
1

2
≡ ∇2τ − k2

dτ,

vψ = ez ×∇ψ, vτ = ez ×∇τ

である. これらを代入すると, (A.52)は{
∂

∂t
+ (vψ + vτ) ·∇

}
(qψ + qτ) + U

∂q′1
∂x

+ k2
dUv′1 = 0 (A.55)

となり, (A.53)は{
∂

∂t
+ (vψ − vτ) ·∇

}
(qψ − qτ)− U

∂q′3
∂x

− k2
dUv′3 = 0 (A.56)

となる.順圧モードだけの式にするため, {(A.55) + (A.56)} ÷ 2を計算すると,

∂qψ

∂t
+ (vψ ·∇)qψ + (vτ ·∇)qτ︸ ︷︷ ︸

J(τ,qτ)=J(τ,∇2
τ)−k2

d J(τ,τ)

+U
∂

∂x
qτ + k2

dUvτ = 0,

⇔
∂qψ

∂t
+ J(ψ, qψ) + J(τ,∇2τ) + U

∂

∂x
qτ + k2

dUvτ = 0 (A.57)

となる. また,傾圧モードだけの式にするため, {(A.55)− (A.56)} ÷ 2を計算すると,

∂qτ

∂t
+ (vψ ·∇)qτ + (vτ ·∇)qψ︸ ︷︷ ︸

∂qτ
∂t +J(ψ,qτ)+J(τ,qψ)

+U
∂

∂x
qψ + k2

dUvψ = 0,

⇔∂qτ

∂t
+ J(ψ, qτ) + J(τ, qψ) + U

∂

∂x
qψ + k2

dUvψ = 0 (A.58)

となる. (A.57)と (A.58)をそれぞれ ψと τ を用いて書くと,

45



第 A章 支配方程式の導出

� �
∂∇2ψ

∂t
+ J(ψ,∇2ψ) + J(τ,∇2τ) + U

∂∇2τ

∂x
+ k2

dU
∂τ

∂x
= 0, (A.59)

∂(∇2τ − k2
dτ)

∂t
+ J(ψ,∇2τ − k2

dτ) + J(τ,∇2ψ) + U
∂∇2ψ

∂x
+ k2

dU
∂ψ

∂x
= 0

(A.60)� �
となる.
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付録 B 波数空間における方程式系

B.1 波数空間における方程式系の導出

順圧モードの支配方程式

∂∇2ψ

∂t
+ J(ψ,∇2ψ) + J(τ,∇2τ) + U

∂∇2τ

∂x

= −κ∇2 ψ − τ

2
− ν∇8(∇2ψ)− 1

2
∆ν∇8{∇2ψ − (∇2 − k2

d)τ}
(2.7a)

を波数空間における式に直すために,順圧モードの流線函数と傾圧モードの流線函数をそ
れぞれ

ψ = ∑
k

ψ̂(k, t)eik·r (B.1)

τ = ∑
k

τ̂(k, t)eik·r (B.2)

と Fourier級数展開する. ここで, k = (k, l), r = (x, y)である. 以下,

ψ̂(k, t) ≡ ψ̂k, τ̂(k, t) ≡ τ̂k



第 B章 波数空間における方程式系

と書く. これらを代入する;

∂∇2ψ

∂t
= − ∂

∂t ∑
k
|k|2ψ̂keik·r ,

U
∂∇2τ

∂x
= −U ∑

k
ik|k|2τ̂keik·r ,

κ
∇2(ψ − τ)

2
= −κ

2 ∑
k
|k|2(ψ̂k − τ̂k)e

ik·r ,

ν∇8(∇2ψ) = −ν ∑
k
(|k|2)5ψ̂k,

1
2

∆ν∇8{∇2ψ − (∇2 − k2
d)τ} = −1

2
∆ν|k|8{|k|2ψ̂k − (|k|2 + k2

d)τ̂k},

J(ψ,∇2ψ) =
∂ψ

∂x
∂∇2ψ

∂y
− ∂ψ

∂y
∂∇2ψ

∂x

=

(
∑
k

ikψ̂keik·r
)(

∑
l
−in|l|2ψ̂leil·r

)

−
(

∑
k

ilψ̂keik·r
)(

∑
l
−im|l|2ψ̂leil·r

)

= ∑
k,l

1
2
(kn − ml)|l|2ψ̂kψ̂lei(k+l)·r

+ ∑
k,l

1
2
(ml − nk)|k|2ψ̂kψ̂lei(k+l)·r

= ∑
k,l

1
2
(k × m)z{|l|2 − |k|2}ψ̂kψ̂lei(k+l)·r ,

J(τ,∇2τ) = ∑
k,l

1
2
(k × m)z{|l|2 − |k|2}τ̂kτ̂lei(k+l)·r .

48
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ここで, l = (m, n) とした. これらに e−im·r (ただし, m = (kx, ky)) を掛け, [0, Lx] ×
[0, Ly]の領域で積分すると,∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·r ∂∇2ψ

∂t

=− ∂

∂t

{
LxLy ∑

k
|k|2ψ̂kδk,m

}

=− ∂

∂t

{
LxLy|m|2ψ̂m

}
,∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·rU

∂∇2τ

∂x
=− ULxLy ∑

k
ik|k|2τ̂kδk,m

=− ULxLyikx|m|2τ̂m,∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·rκ

∇2(ψ − τ)

2

=− κ

2
LxLy ∑

k
|k|2(ψ̂k − τ̂k)δk,m

=− κ

2
LxLy|m|2(ψ̂m − τ̂m),∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·rν∇8(∇2ψ)

=− νLxLy ∑
k
(|k|2)5ψ̂kδk,m

=− νLxLy(|m|2)5ψ̂m,∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·r 1

2
∆ν∇8{∇2ψ − (∇2 − k2

d)τ}

=− 1
2

∆νLxLy ∑
k
|k|8{|k|2ψ̂k − (|k|2 + k2

d)τ̂k}δk,m

=− 1
2

∆νLxLy|m|8{|m|2ψ̂m − (m2 − k2
d)τ̂m}.

非線型項に関しては,最後に, k → −k, l → −l という置き換えをすると,∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·r J(ψ,∇2ψ)

=
1
2

LxLy ∑
k,l

(k × l)z{|l|2 − |k|2}ψ̂kψ̂lδ(k+l),m

=
1
2

LxLy ∑
k,l

(k × l)z(|l|2 − |k|2)ψ̂∗
kψ̂∗

l δk+l+m,0,

∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·r J(τ,∇2τ)

=
1
2

LxLy ∑
k,l

(k × l)z(|l|2 − |k|2)τ̂∗
kτ̂∗

l δk+l+m,0
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と書ける. 結局, (2.7a)の波数空間における表現は (m → k, m → l, k → mと置き換える
と),

∂

∂t
|k|2ψ̂k

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){ψ̂∗

l ψ̂∗
m − τ̂∗

l τ̂∗
m}δk+l+m,0

− ikxU|k|2τ̂k − κ

2
|k|2{ψ̂k − τ̂k}

− ν|k|10ψ̂k − 1
2

∆ν|k|8{|k|2ψ̂k − (|k|2 + k2
d)τ̂k} (B.3)

となる.

同様に,傾圧モードの支配方程式

∂(∇2τ − k2
dτ)

∂t
+ J(ψ,∇2τ − k2

dτ) + J(τ,∇2ψ) + U
∂∇2ψ

∂x
+ k2

dU
∂ψ

∂x

= −κ∇2 τ − ψ

2
− ν∇8(∇2τ − k2

dτ)− 1
2

∆ν∇8{(∇2 − k2
d)τ −∇2ψ}

(eq:clieq)

を波数空間における式に直す: 時間変化項と線型項に関しては先程と同様なので, 非線型
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項のみ計算過程を記す. まず, Fourier級数展開すると,

J(ψ,∇2τ − k2
dτ) =

∂ψ

∂x
∂(∇2τ − k2

dτ)

∂y
− ∂ψ

∂y
∂(∇2τ − k2

dτ)

∂x

=

(
∑
k

ikψ̂keik·r
)(

∑
l
−in{|l|2 − k2

d}τ̂leil·r
)

−
(

∑
k

ilψ̂keik·r
)(

∑
l
−im{|l|2 − k2

d}τ̂leil·r
)

= ∑
k,l

1
2
(kn − lm){|l|2 + k2

d}ψ̂kτ̂lei(k+l)·r

+ ∑
k,l

1
2
(ml − nk){|k|2 + k2

d}τ̂kψ̂lei(k+l)·r

= ∑
k,l

1
2
(kn − lm){|l|2ψ̂kτ̂l − |k|2ψ̂l τ̂k}ei(k+l)·r

+ ∑
k,l

1
2
(kn − lm)k2

d{ψ̂kτ̂l − ψ̂l τ̂k}ei(k+l)·r

= ∑
k,l

1
2
(k × l)z{|l|2ψ̂kτ̂l − |k|2ψ̂l τ̂k}ei(k+l)·r

+ ∑
k,l

1
2
(k × l)zk2

d{ψ̂kτ̂l − ψ̂l τ̂k}ei(k+l)·r

J(τ,∇2ψ) = ∑
k,l

1
2
(kn − lm)|l|2τ̂kψ̂lei(k+l)·r

+ ∑
k,l

1
2
(ml − nk)|k|2ψ̂kτ̂lei(k+l)·r ,

= ∑
k,l

1
2
(kn − lm){|l|2ψ̂l τ̂k − |k|2ψ̂kτ̂l}ei(k+l)·r ,

= ∑
k,l

1
2
(k × l)z{|l|2ψ̂l τ̂k − |k|2ψ̂kτ̂l}ei(k+l)·r

となる. これらに e−im·r を掛け, [0, Lx]× [0, Ly] で積分し, 先ほどと同じ置き換えをす
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ると, ∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·x J(ψ,∇2τ − k2

dτ)

=
1
2

LxLy ∑
k,l

(k × l)z{|l|2ψ̂(−k)τ̂(−l)− |k|2ψ̂(−l)τ̂(−k)}δ(k+l),m

+
1
2

LxLy ∑
k,l

(k × l)zk2
d{ψ̂(−k)τ̂(−l)− ψ̂(−l)τ̂(−k)}δ(k+l),m

=
1
2

LxLy ∑
k,l

(k × l)z{|l|2ψ̂∗
kτ̂∗

l − |k|2ψ̂∗
l τ̂∗

k}δk+l+m,0

+
1
2

LxLy ∑
k,l

(k × l)zk2
d{ψ̂∗

kτ̂∗
l − ψ̂∗

l τ̂∗
k}δk+l+m,0

∫ Lx

0
dx
∫ Ly

0
dy e−im·x J(τ,∇2ψ)

=
1
2

LxLy ∑
k,l

(k × l)z{|l|2ψ̂∗
l τ̂∗

k − |k|2ψ̂∗
kτ̂∗

l }δk+l+m,0

となる. よって, (2.7b)の波数空間における表現は (m → k, m → l, k → mと置き換える
と),

(|k|2 + k2
d)

∂

∂t
τ̂k = ∑

l,m

1
2
(l × m)z{|m|2ψ̂∗

l τ̂∗
m − |l|2ψ̂∗

mτ̂∗
l }δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z{|m|2ψ̂∗

l τ̂∗
m − |l|2ψ̂∗

mτ̂∗
l }δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

d{ψ̂∗
l τ̂∗

m − τ̂∗
l ψ̂∗

m}δk+l+m,0

− ikxU|k|2ψ̂k + ikxUk2
dψ̂k − κ

2
|k|2{τ̂k − ψ̂k}

− ν|k|8(|k|2 + k2
d)τ̂k

− 1
2

∆ν|k|8{(|k|2 + k2
d)τ̂k − |k|2ψ̂k}

(B.4)

となる.
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B.2 波数空間におけるエネルギー方程式

(B.3)の両辺に ψ̂∗
k を掛けると,

|k|2ψ̂∗
k

∂ψ̂k
∂t

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){ψ̂∗

kψ̂∗
l ψ̂∗

m − ψ̂∗
kτ̂∗

l τ̂∗
m}δk+l+m,0

− ikxU|k|2ψ̂∗
kτ̂k − κ

2
|k|2{ψ̂∗

k(ψ̂k − τ̂k)} − ν|k|10ψ̂∗
kψ̂k

− 1
2

∆ν|k|8{|k|2ψ̂∗
kψ̂k − (|k|2 + k2

d)ψ̂
∗
kτ̂k} (B.5)

となる. エネルギー方程式を導くために, {(B.5) + (B.5)∗} ÷ 2を計算すると,

(l.h.s.) =
1
2

{
|k|2ψ̂∗

k
∂ψ̂k
∂t

+ |k|2ψ̂k
∂ψ̂∗

k
∂t

}

=|k|2 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2,

(r.h.s.) = ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2)Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m + ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0

− kxU|k|2Im[τ̂kψ̂∗
k]−

1
2

κ|k|2Re[ψ̂∗
k{ψ̂k − τ̂k}]− ν|k|10|ψ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|8{|k|2|ψ̂k|
2 − (|k|2 + k2

d)Re[ψ̂∗
kτ̂k]}

となる. ここでは,
f + f ∗

2
= Re( f ),

f − f ∗

2
= Im( f ) (B.6)

を用いた. よって,順圧モードのエネルギー方程式は,

|k|2 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2 = ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0}

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0}

− kxU|k|2Im{ψ̂∗
kτ̂k}

− 1
2

κ|k|2Re[ψ̂∗
k{ψ̂k − τ̂k}]− ν|k|10|ψ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|8{|k|2|ψ̂k|
2 − (|k|2 + k2

d)Re[ψ̂∗
kτ̂k]}

(B.7)

となる.
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次に,傾圧モードのエネルギー方程式を導く: (B.4)の両辺に τ̂∗
k を掛けると,

(|k|2 − k2
d)τ̂

∗
k

∂

∂t
τ̂k

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z{|m|2τ̂∗

kτ̂∗
l ψ̂∗

m − |l|2τ̂∗
kψ̂∗

l τ̂∗
m}δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z{|m|2τ̂∗

kψ̂∗
l τ̂∗

m − |l|2τ̂∗
kτ̂∗

l ψ̂∗
m}δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

d{τ̂∗
kψ̂∗

l τ̂∗
m − τ̂∗

kτ̂∗
l ψ̂∗

m}δk+l+m,0

+ ikxU|k|2ψ̂kτ̂∗
k + ikxUk2

dψ̂kτ̂∗
k

− κ

2
|k|2{τ̂k − ψ̂k}τ̂∗

k − ν|k|8(|k|2 + k2
d)τ̂kτ̂∗

k

− 1
2

∆ν|k|8{(|k|2 + k2
d)τ̂

∗
kτ̂k − |k|2τ̂∗

kψ̂k}

(B.8)

となる. 先程と同様に {(B.8) + (B.8)∗} ÷ 2を計算すると,

(l.h.s) =(|k|2 + k2
d)

∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2,

(r.h.s) = ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

dRe[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ kxU|k|2Im[ψ̂kτ̂∗
k]− kxUk2

dIm[ψ̂kτ̂∗
k]

− κ

2
|k|2Re[{τ̂k − ψ̂k}τ̂∗

k]− ν|k|8(|k|2 + k2
d)|τ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|8{(|k|2 + k2
d)|τ̂k|

2 − |k|2Re[τ̂∗
kψ̂k]}
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となる. よって,傾圧モードのエネルギー方程式は

(|k|2 + k2
d)

∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

dRe[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ kxU|k|2Im[ψ̂kτ̂∗
k]− kxUk2

dIm[ψ̂kτ̂∗
k]

− κ

2
|k|2Re[{τ̂k − ψ̂k}τ̂∗

k]− ν|k|8(|k|2 + k2
d)|τ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|8{(|k|2 + k2
d)|τ̂k|

2 − |k|2Re[τ̂∗
kψ̂k]}

(B.9)

B.3 エネルギー詳細保存

平均流や摩擦,粘性がないとき,

|k|2 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2)Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|m|2 − |l|2)Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0

(B.10a)

(|k|2 + k2
d)

∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

dRe[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

(B.10b)

の両式を足して kについて和を取ると保存する. これらを

∂

∂t
Eψ(k) = ∑

l,m
{Tψ

I (k, l, m) + Tψ
II (k, l, m)} (B.11a)

∂

∂t
Eτ(k) = ∑

l,m
{Tτ

I (k, l, m) + Tτ
II(k, l, m) + Tτ

III(k, l, m)} (B.11b)

と書くことにする.

このとき,以下のようなエネルギー詳細保存則が成立する.
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1. Tψ
I (k, l, m) + Tψ

I (l, m, k) + Tψ
I (m, k, l) = 0

【証明】

Tψ
I (k, l, m) + Tψ

I (l, m, k) + Tψ
I (m, k, l)

=
1
2
(l × m)zRe[{|m|2ψ̂kψ̂l ψ̂m − |l|2ψ̂kψ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)zRe[{|k|2ψ̂kψ̂l ψ̂m − |m|2ψ̂kψ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)zRe[{|l|2ψ̂kψ̂l ψ̂m − |k|2ψ̂kψ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

ここで, k = −l − mより

(m × k)z = {m × (−l − m)}z = −(m × l)z = (l × m)z

(k × l)z = {(−l − m)× l}z = −(m × l)z = (l × m)z

となるので,

Tψ
I (k, l, m) + Tψ

I (l, m, k) + Tψ
I (m, k, l)

=
1
2
(l × m)zRe[{|m|2ψ̂kψ̂l ψ̂m − |l|2ψ̂kψ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(l × m)zRe[{|k|2ψ̂kψ̂l ψ̂m − |m|2ψ̂kψ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(l × m)zRe[{|l|2ψ̂kψ̂l ψ̂m − |k|2ψ̂kψ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

=0

となる. 2

2. Tτ
I (k, l, m) + Tτ

I (l, m, k) + Tτ
I (m, k, l) = 0

【証明】

Tτ
I (k, l, m) + Tτ

I (l, m, k) + Tτ
I (m, k, l)

=
1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)zRe[{|k|2τ̂l τ̂mψ̂k − |m|2τ̂l ψ̂mτ̂k}]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)zRe[{|l|2τ̂mτ̂kψ̂l − |k|2τ̂mψ̂kτ̂l}]δk+l+m,0

=
1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}

+ {|k|2τ̂l τ̂mψ̂k − |m|2τ̂l ψ̂mτ̂k}
+ {|l|2τ̂mτ̂kψ̂l − |k|2τ̂mψ̂kτ̂l}]

=0 2

3. Tτ
III(k, l, m) + Tτ

III(l, m, k) + Tτ
III(m, k, l) = 0
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【証明】

Tτ
III(k, l, m) + Tτ

III(l, m, k) + Tτ
III(m, k, l)

=
1
2
(l × m)zk2

dRe[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)zk2

dRe[{τ̂l ψ̂mτ̂k − τ̂l τ̂mψ̂k}]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)zk2

dRe[{τ̂mψ̂kτ̂l − τ̂mτ̂kψ̂l}]δk+l+m,0

=
1
2
(l × m)zk2

dRe[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}

+ {τ̂l ψ̂mτ̂k − τ̂l τ̂mψ̂k}
+ {τ̂mψ̂kτ̂l − τ̂mτ̂kψ̂l ]

=0 2

4. Tψ
II (k, l, m) + Tψ

II (l, m, k) + Tψ
II (m, k, l) + Tτ

II(k, l, m) + Tτ
II(l, m, k) + Tτ

II(m, k, l) = 0

【証明】

Tψ
II (k, l, m) + Tψ

II (l, m, k) + Tψ
II (m, k, l) + Tτ

II(k, l, m) + Tτ
II(l, m, k) + Tτ

II(m, k, l)

=
1
2
(l × m)zRe[{|m|2ψ̂kτ̂l τ̂m − |l|2ψ̂kτ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)zRe[{|k|2ψ̂l τ̂mτ̂k − |m|2ψ̂l τ̂mτ̂k}]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)zRe[{|l|2ψ̂mτ̂kτ̂l − |k|2ψ̂mτ̂kτ̂l}]δk+l+m,0

+
1
2
(l × m)zRe[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |m|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)zRe[{|k|2τ̂l ψ̂mτ̂k − |m|2τ̂l τ̂mψ̂k}]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)zRe[{|l|2τ̂mψ̂kτ̂l − |k|2τ̂mτ̂kψ̂l}]δk+l+m,0

=
1
2
(l × m)zRe[{|m|2ψ̂kτ̂l τ̂m − |l|2ψ̂kτ̂l τ̂m}

+ {|k|2ψ̂l τ̂mτ̂k − |m|2ψ̂l τ̂mτ̂k}
+ {|l|2ψ̂mτ̂kτ̂l − |k|2ψ̂mτ̂kτ̂l}

+ {|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |m|2τ̂kτ̂l ψ̂m}
+ {|k|2τ̂l ψ̂mτ̂k − |m|2τ̂l τ̂mψ̂k}
+ {|l|2τ̂mψ̂kτ̂l − |k|2τ̂mτ̂kψ̂l}]

=0 2

B.4 エンストロフィー詳細保存

(B.3)の両辺に |k|2ψ̂∗
k を掛けた式とその複素共役を足して 2で割ると,順圧モードのエ

ンストロフィー方程式が導かれ, (B.4)の両辺に (|k|2 + k2
d)τ̂

∗
k を掛けた式とその複素共役
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を足して 2で割ると,傾圧モードのエンストロフィー方程式が導かれる:

|k|4 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0}

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0}

− ikxU|k|4Im{ψ̂∗
kτ̂k}

− 1
2

κ|k|4Re[ψ̂∗
k{ψ̂k − τ̂k}]− ν|k|12|ψ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|10{|k|2|ψ̂k|
2 − (|k|2 + k2

d)Re[ψ̂∗
kτ̂k]},

(B.12)

(|k|2 + k2
d)

2 ∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

d(|k|
2 + k2

d)Re[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ikxU|k|2(|k|2 + k2
d)Im[ψ̂kτ̂∗

k] + ikxUk2
d(|k|

2 + k2
d)Im[ψ̂kτ̂∗

k]

− κ

2
|k|2(|k|2 + k2

d)Re[{τ̂k − ψ̂k}τ̂∗
k]− ν|k|8(|k|2 + k2

d)
2|τ̂k|

2

− 1
2

∆ν|k|8(|k|2 + k2
d){(|k|

2 + k2
d)|τ̂k|

2 − |k|2Re[τ̂∗
kψ̂k]}.

(B.13)

エネルギーのときと同様に,平均流や摩擦,粘性が無い場合,

|k|4 ∂

∂t
1
2
|ψ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0,

(B.14a)

(|k|2 + k2
d)

2 ∂

∂t
1
2
|τ̂k|

2

= ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+ ∑
l,m

1
2
(l × m)zk2

d(|k|
2 + k2

d)Re[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0,

(B.14b)
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の両式を足して kについて足すと保存する. これらを

∂

∂t
Qψ(k) = ∑

l,m
{Cψ

I (k, l, m) + Cψ
II(k, l, m)}, (B.15a)

∂

∂t
Qτ(k) = ∑

l,m
{Cτ

I (k, l, m) + Cτ
II(k, l, m) + Cτ

III(k, l, m)} (B.15b)

と書く. ここで,

Cψ
I (k, l, m) =

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0},

Cψ
II(k, l, m) =

1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0},

Cτ
I (k, l, m)

=
1
2
(l × m)z(|k|2 − k2

d)Re[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0,

Cτ
II(k, l, m)

=
1
2
(l × m)z(|k|2 − k2

d)Re[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0,

Cτ
III(k, l, m)

=
1
2
(l × m)zk2

d(|k|
2 − k2

d)Re[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

である.

このとき,次のエンストロフィー詳細保存則が成立する:

1. Cψ
I (k, l, m) + Cψ

I (l, m, k) + Cψ
I (m, k, l) = 0

【証明】

(l.h.s) =
1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kψ̂l ψ̂m]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)z|l|2(|k|2 − |m|2){Re[ψ̂l ψ̂mψ̂k]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)z|m|2(|l|2 − |k|2){Re[ψ̂mψ̂kψ̂l ]δk+l+m,0

=
1
2
(l × m)z{Re[|k|2(|m|2 − |l|2)ψ̂kψ̂l ψ̂m

+ |l|2(|k|2 − |m|2)ψ̂l ψ̂mψ̂k
+ |m|2(|l|2 − |k|2)ψ̂mψ̂kψ̂l ]

=0 2

2. Cψ
II(k, l, m) + Cψ

II(l, m, k) + Cψ
II(m, k, l) + Cτ

I (k, l, m) + Cτ
I (l, m, k) + Cτ

I (m, k, l) = 0
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【証明】

(l.h.s.)

=
1
2
(l × m)z|k|2(|m|2 − |l|2){Re[ψ̂kτ̂l τ̂m]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)z|l|2(|k|2 − |m|2){Re[ψ̂l τ̂mτ̂k]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)z|m|2(|l|2 − |k|2){Re[ψ̂mτ̂kτ̂l ]δk+l+m,0

+
1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)z(|l|2 − k2

d)Re[{|k|2τ̂l τ̂mψ̂k − |m|2τ̂kψ̂l τ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)z(|m|2 − k2

d)Re[{|l|2τ̂mτ̂kψ̂l − |k|2τ̂mψ̂kτ̂l}]δk+l+m,0

=
1
2
(l × m)z{Re[|k|2(|m|2 − |l|2)ψ̂kτ̂l τ̂m

+ |l|2(|k|2 − |m|2)ψ̂l τ̂mτ̂k
+ |m|2(|l|2 − |k|2)ψ̂mτ̂kτ̂l

+ |k|2{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m}
+ |l|2{|k|2τ̂l τ̂mψ̂k − |m|2τ̂kψ̂l τ̂m}
+ |m|2{|l|2τ̂mτ̂kψ̂l − |k|2τ̂mψ̂kτ̂l}

+ k2
d{|m|2τ̂kτ̂l ψ̂m − |l|2τ̂kψ̂l τ̂m

+ |k|2τ̂l τ̂mψ̂k − |m|2τ̂kψ̂l τ̂m

+ |l|2τ̂mτ̂kψ̂l − |k|2τ̂mψ̂kτ̂l}]
=0 2

3. Cτ
II(k, l, m) + Cτ

II(l, m, k) + Cτ
II(m, k, l) + Cτ

III(k, l, m) + Cτ
III(l, m, k) + Cτ

III(m, k, l) = 0

【証明】

(l.h.s.)

=
1
2
(l × m)z(|k|2 + k2

d)Re[{|m|2τ̂kψ̂l τ̂m − |l|2τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)z(|l|2 − k2

d)Re[{|k|2τ̂l ψ̂mτ̂k − |m|2τ̂l τ̂mψ̂k}]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)z(|m|2 − k2

d)Re[{|l|2τ̂mψ̂kτ̂l − |k|2τ̂mτ̂kψ̂l}]δk+l+m,0

+
1
2
(l × m)zk2

d(|k|
2 + k2

d)Re[{τ̂kψ̂l τ̂m − τ̂kτ̂l ψ̂m}]δk+l+m,0

+
1
2
(m × k)zk2

d(|l|
2 − k2

d)Re[{τ̂l ψ̂mτ̂k − τ̂l τ̂mψ̂k}]δk+l+m,0

+
1
2
(k × l)zk2

d(|m|2 − k2
d)Re[{τ̂mψ̂kτ̂l − τ̂mτ̂kψ̂l}]δk+l+m,0

=0
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付録 C 線型安定性解析

傾圧場中の線型摂動の発展について考察するために,支配方程式 (2.7a), (2.7b)の非線型
項と強制・散逸の項を除いた方程式系

∂∇2ψ

∂t
+ U

∂∇2τ

∂x
= 0, (C.1)

∂(∇2 − k2
d)τ

∂t
+ U

∂∇2ψ

∂x
+ Uk2

d
∂ψ

∂x
= 0 (C.2)

を用いる. この方程式系の波型の解

ψ = ψ̂ei(k·x−ωt), τ = τ̂ei(k·x−ωt)

を仮定し, (C.1)と (C.2)にそれぞれ代入すると,

i{ω(k2
x + k2

y)ψ̂ − Ukx(k2
x + k2

y)τ̂} = 0, (C.3)

i{−Ukx(k2
x + k2

y − k2
d)ψ̂ + ω(k2

x + k2
y + k2

d)τ̂} = 0 (C.4)

となる. これを行列で表示すると,

i

(
ω(k2

x + k2
y) −Ukx(k2

x + k2
y)

−Ukx(k2
x + k2

y − k2
d) ω(k2

x + k2
y + k2

d)

)
︸ ︷︷ ︸

=M

(
ψ̂
τ̂

)
= 0 (C.5)

となる. 方程式の解が自明な解とならないためには, M の逆行列が存在しない, つまり,

detM = 0である必要があるため,

detM = ω2(k2
x + k2

y)(k
2
x + k2

y + k2
d)− U2k2

x(k
2
x + k2

y)(k
2
x + k2

y − k2
d) = 0,

⇔ ω2 = k2
xU2 k2

x + k2
y − k2

d

k2
x + k2

y + k2
d

でなくてはならない. つまり,成長率は

ω = kxU

√√√√ k2
d − (k2

x + k2
y)

k2
x + k2

y + k2
d

=
k√
2

U

√
k2

d − k2

k2
d + k2

(C.6)

となる. 2つ目の等号は, x方向と y方向の切断波数が等しいとき, k =
√

k2
x + k2

y =
√

2kx

であることを用いた. この成長率は, エネルギースペクトルのピークが波数 k にあるとき
の成長率で,最速成長率ではない.
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最速成長率は, Im(ω) が存在し, ky = 0 のとき ∂ω/∂kx = 0 なる kx のときの Im(ω)

が最速成長率である. 以下, kx → kと置き換えると, ω2 = k2U2 k2 − k2
d

k2 + k2
d
より,

∂ω2

∂k
= 2ω

∂ω

∂k
,

∂

∂k
=

∂k2

∂k
∂

∂k2 = 2k
∂

∂k2 ,

∂ω2

∂k2 =
1
2k

∂ω2

∂k
=

ω

k
∂ω

∂k
,

∂ω2

∂k2 =
{U2(k2 − k2

d) + k2U2}{k2 + k2
d} − k2U2(k2 − k2

d)

k2 + k2
d

の計算から, ∂ω2/∂k2 = 0ならば,

k2 =
−2k2

d ±
√

4k4
d + 4k4

d

2

=
−2 ± 2

√
2

2
k2

d

= (−1 ±
√

2)k2
d

となる. k2 > 0より, k2 = (
√

2 − 1)k2
d,つまり, k = 0.64kd となる. これより,

ω2 = (
√

2 − 1)k2
dU2 (

√
2 − 1 − 1)k2

d

(
√

2 − 1 + 1)k2
d

= − (
√

2 − 1)(2 −
√

2)√
2

k2
dU2

= −(
√

2 − 1)2U2k2
d

なので,最速成長率は

Im(ω) = (
√

2 − 1)Ukd (C.7)

である.

実際に, 第 5 章で述べた初期のエネルギー成長率を計算する. 流線函数 ψ は ψ ∝

exp(Im(ω)t) より, エネルギー E は E ∝ exp(2 Im(ω)t) であるから, エネルギーの成長
率 α は α = 2 Im(ω) となる. エネルギースペクトルのピークが波数

√
2にあるときの成

長率 ωk=
√

2 は (C.7)に U = 2.5 × 10−2, k =
√

2を代入すると,

ωk=
√

2 =

√
2√
2

2.5 × 10−2

√
102 − (

√
2)2

102 + (
√

2)2

≈ 0.0245

となるので,エネルギーの成長率は,

αk=
√

2 = 2 ω = 0.049
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となる. また,最速成長率は, (C.7)に kd = 10, U = 2.5 × 10−2 を代入して,

Im(ω) = (
√

2 − 1)× 2.5 × 10−2 × 10

≈ 0.41 × 2.5 × 10−2 × 10
= 0.1025

となるので,エネルギーの最速成長率 αmax は αmax = 2 Im(ω) = 0.205となる.
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付録 D 次元解析によるエネルギー散逸波数と
エンストロフィー散逸波数の導出

時間と水平方向の長さの典型的なスケールをそれぞれ T, Lとすると,粘性によるエネル
ギー散逸率 εとエンストロフィー散逸率 η はそれぞれ

ε ∼ L2

T3 , η ∼ 1
T3

とスケールされる. また,粘性係数は渦度方程式 ∂q/∂t = · · · − ν(∇2)4qより

ν ∼ L8

T

とスケールされる. ここで, εと νを用いて Lを表すと,

ν

ε1/3 = L8− 2
3 = L

22
3 ⇔ L =

(
ν3

ε

)1/22

となる. エネルギー散逸波数 kEdiss の次元は, kEdiss ∼ 1/Lであるから,

kEdiss ∼
( ε

ν3

)1/22
(D.1)

となる. 同様に, η と νで Lを表すと,

ν

η1/3 = L8 ⇔ L =

(
ν

η1/3

)1/8

となる. よって,エンストロフィー散逸波数 kQdiss は,

kQdiss ∼
(

η1/3

ν

)1/8

=
( η

ν3

)1/24
(D.2)

となる.
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